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VORWORT. 



In einer zwanzigjährigen Lehrerpraxis hat sich bei mir 
eine reichhaltige Sammlung grösstentheils neuör Aufgaben und 
Beispiele aus der höheren Analysis gebildet , deren VeröflFent- 
lichung ich hiermit aus zwei Gründen unternehme; einerseits, 
weil eine beträchtliche Menge von neuem didaktischen Material 
immerhin willkommen sein wird, andererseits, weil selbst die 
bekanntesten Werke dieser Richtung sehr empfindliche Lücken 
zeigen. In der Sohncke'schen Aufgabensammlung z. B. fehlen 
Untersuchungen über die Convergenz und Divergenz unendr 
Bcher Reihen ganz und gar, von Reihenentwickelungen findet 
man nur die gewöhnlichen in jedem Lehrbuche stehenden 
Beispiele, jedoch ohne Angabe der Gültigkeitsgrenzen, die 
Doppelintegrale sind durch ein einziges Beispiel, dreifache 
Integrale gar nicht vertreten, die Integration der Differential- 
gleichungen ist mit völligem Stillschweigen übergangen — kurz, 
es fehlen gerade diejenigen Partieen, ohne welche man in der 
Mechanik, mathematischen Physik u. s. w. auch nicht einen 
Schritt thun kann. Diesen Mängeln dürfte das vorliegende 
Werkchen abhelfen, jedoch sind dabei die übrigen Theile 
der Analysis keineswegs stiefmütterlich behandelt worden. 

Bei den Aufgaben über die Differentiation entwickelter 
Functionen einer Variabelen (§§. 2—6) schien es mir zweck- 
mässig, häufig die verschiedenen, zum Ziele führenden Wege 
anzudeuten und dadurch dem Studirenden die Mittel zur Con- 
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IV Vorwort. 

trole seiner Rechnung an die Hand zu geben, auch habe ich 
kleine Rechnungsvortheile bei jeder sich darbietenden Gelegen- 
heit erwähnt. In §. 5 findet sich eine Reihe von Fragen, welche 
den Studirenden zur Uebung in der Transformation cyclome- 
trischer Functionen veranlassen sollen. Die Aufgaben sind 
übrigens soweit als möglich stufenweis , von leichten zu schwe- 
reren fortschreitend, geordnet; bei der ersten Aufgabe jeder 
Art ist die Lösung etwas ausführlicher gezeigt, bei den übri- 
gen Aufgaben sind nur, wo es nöthig schien, Andeutungen 
zur Lösung gegeben. Hier und da wird man auch neue wissen- 
schaftliche Kleinigkeiten finden, wie z. B. in den Abschnitten 
über isokline Normalen und reciproke Maxima und Minima. 

Dem vorliegenden ersten Theile hoflfe ich einen zweiten, 
Aufgaben aus der Integralrechnung enthaltenden Theil rasch 
folgen zu lassen. 

Dresden, den I.Juli 1868. 

Schlömilch. 
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Einleitung. 



Bestimmung Ton Orenzwerthen. 

I. Um den Grenzwerth zu ermitteln, welchem sich eine Function 
f{x) in dem Falle nähert, wo an die Stelle von x eine unendlich wach- 
sende Zahl © gesetzt wird, reicht in vielen Fällen eine blosse Trans- 
formation von f{pc) aus. Die folgenden Aufgaben werden dies zeigen. 

Aufgabe 1. Es soll Lim {]/m + a — ^ co) fttr ein constantes « be- 
stimmt werden. 

WoUte man ohne Weiteres 0=00 setzen, so würde man den nichts- 
sagenden Ausdruck oo — oo erhalten ; betrachtet man aber die gege- 
bene Function als einen Bruch mit dem Nenner 1 und multiplicirt Zäh- 
ler und Nenner mit j/cD + a + ^ o , so führt die nunmehrige Gleichung 

yco + a — y (0- 



zu dem Eesultate 



yä+a + ym 



Lim (j/fo + a — ^ cö) = 0. 



Aufgabe 2. Man sucht Lim [j/w (w+a) — cd]. 
Durch ein dem vorigen ganz ähnliches Verfahren ergiebt sich 
zunächst 

'l/(o{co + a) — G) = - 



und hieraus 



/'^i- 



Lim []/g) (od + «) — «] = i (X, 

Bemerkung. In älteren Werken findet man häufig die Be- 
hauptung, dass eine endliche Grösse gegen eine unendlich wachsende 
Zahl verschwinde und dass mithin aa + a durch go zu ersetzen sei. Die 

Schlöroilch, Ui>l>ung>$»buch. ]^ 
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2 Bestimmung von Grenzwerthen. 

Unsicherheit dieser Schlussweise zeigt sich an den obigen zwei Auf- 
gaben , denn nach jener Weglassungsregel erhält man zwar bei No. 1 
das richtige Resultat |/ w — ^ © =0, bei No. 2 aber das falsche Re- 
sultat « — €0=0. 

ATifgabd 3. Nach demselben Verfahren ist die Gleichung 



zu beweisen. 



Aufgabe 4. Es soll 



^.jS^+in 



0) 

bestimmt werden, worin e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen 
bezeichnet. 

Unter Berücksichtigung der Identität 



erhält man 



Man sucht den Grenzwerth 
Xmj/(«+^e"')./(l + i^j. 



ATifgabe 5. Man sucht den Grenzwerth 



Derselbe ist identisch mit 

.,-.|'i.MO.,[(,+i)"]| = .. 

n. Eine zu Grenzbestimmungen häufig anwendbare Methode 
besteht darin, dass man die veränderliche Grösse F, deren Grenzwerth 
gesucht wird, zwischen zwei Variabein U und W einschliesst , von 
denen die eine kleiner, die andere grösser als V ist, dass man also eine 
Ungleichung von der Form 

Z7< F< fV 

aufstellt. Bezeichnet s einen nicht näher bestimmten positiven echten 
Bruch, so kann die vorstehende Ungleichung auch durch die Gleichung 

ersetzt werden. Falls nun ü und W sich einer gemeinschaftlichen 
Grenze K nähern, convergirt fV— ü gegen den Werth I^—I^==0 und 
dann ergiebt sich 

Lim V^K 
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Bestimmung von Grenzwerthen. 3 

Der Anwendung dieses Verfahrens schicken wir einen vielfach 
brauchbaren Hülfssatz voraus. In der identischen Gleichung 

— a 
sei m selbstverständlich eine ganze positive Zahl und 0<a<^6; die 
rechte Seite erhält dann, einen zu kleinen Werth , wenn man jedes b 
durch das kleinere a ersetzt, sie wird dagegen zu gross, wenn für jedes 
a das grössere b geschrieben wird; es ist daher 

fjTn — Qin 

b — a 
Um diese Ungleichung zu verallgemeinern, nehmen wir 

a=A^, b=B^^ m = q 
wo p und q ganze positive Zahlen sein mögen und A<^ B vorauszusetzen 
ist; es wird dann 

p^P. BV^AP p-^ 

g^ '<—^ i<9B ' 

B^—A^ 



und femer, wenn wir zu den reciproken Werthen übergehen, 

P-» P. P E—p 

ßq ^ B^ — AV Ai 

q ^ ßP—AP ^ q 

Andererseits ist 

BP — AP 
pAP-^<---j-<pBP-^ 

mithin durch Multiplication beider Ungleichungen 

q \b) ^ B-A ^ q \AJ 

. Aufgabe 6. Man sucht den Grenzwerth von 
f{w+a) {ta+ß) ((o+y) - o». 
Setzt man in der vorigen Ungleichung p = 1 , 8" = 3 , 
^=0)», e=(a)+«) (0»+^) (M+y) 
und zur Abkürzung 

so erhält man 



1 K («+5) {<a+ß) ( M+y)-o> _1_ 



1» 
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4 Bestimmung von Grenzwerthen. 

oder 

< J^(a)+a)(D + /S)(a) + y)-()o < 

Wegen lim R=l folgt nun 

Xtmt^(ö>+a)(a, + i3)(ö)+y)-a,l=^(a + iS + y). 

Aufgabe 7. Unter der Voraussetzung, dass a,|S, y,...^ end- 
liche Grössen sind und n deren Anzahl bedeutet, ist nach der vorigen 
Methode die allgemeinere Gleichung abzuleiten 

Lim ]y'{a> + a){c^ + ß)...{(o + ti) - oj = "1+1+ -1±J^ 

n 

m. Ein drittes Verfahren zur Ermittelung von Grenzwerthen be- 
steht darin, dass man eine neue Varig,bele einführt \md damit die ge- 
gebene Function auf eine andere Form bringt, deren Grenzwerth be- 
kannt ist. 

Aufgabe 8. Für ein constantes a soll 

Lim i 



ermittelt werden. 



-K'+£)* 



Setzt man — = t , wo t eine gleichzeitig mit o unendlich wach- 
sende Zahl bedeutet, so hat man identisch 

_ (•+^r=[('+i)'r 

mithin, weil 1 1 H — j gegen die Grenze e convergirt , 

Aufgabe 9. Man verlangt den Werth von 
Lim (cd sin — j. 

Für — = ^, wo nun d' gegen die Null convergirt, ist 

. cc stn d" 
(ostn — = a 
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Bestimmung von Grenzwerthen. 
mithin 

Lim { CD sin — \^=^ a, 

Aufgabe 10. Auf ähnliche Art sind die Formeln 
Lim |g)[1 — C05— j>=0, Lim \ ©* ( 1 — C05 — j > = Ja* 
zu beweisen, 

Aufgabe 11. Man verlangt den Werth von 
Lim 



■'im\^{cos^y 



cc 1 

Wird sin^ — = — gesetzt , so ergiebt sich 

09 T 



Lim 



)(-3l--t[(-^)f'""''^1=- 



Aufgabe 12. Auf ähnliche Art ist' die Formel 

ZU beweisen. 

Aufgabe 18. Man sucht den Werth von 



Lim }ll-\-oitan— ) 
Wird tan^ = — gesetzt, so ergiebt sich 

0) T 



. a Ol 
t stn — See — 

CD (O 



=3«*«, 



Aufgabe 14. Mittelst der Formeln in No. 11 und 13 soll die 
Gleichung 



bewiesen werden. 



Ltm { \ cos — \-KStn ^ ] 

I \ 09 09/ 



IDJ 
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Capitel L 



Einfache Differentiation yon entwickelten Functionen 
einer Yariabelen. 

'§.1. 

Gnmdformeln und aUgemeine Regeln. 

Für die Differentiation der sogenannten einfachenFunctionen 
gelten die nachstehenden Formeln, welche gewissermassen das Einmal- 
eins der Differentialrechnung ausmachen: 

1) -^ = '*^^ ^ • 

' dx ^ dx 



3) 

4) 



d^^logx) 1 dlx__^\ 

dx ^^x.la^ dx X 
dsinx 



dx 



■ = cosx. 



-. dcosx 

5) __ = _„>,^, 

^x " dianx , 

o) — ; — =^sec*x. 

^ dx ' 

o) — - — = sec^x stn x \ 

dx 

Qx dcscx 

yj — ; — = — cscrxcosx. 

dx ' 



10) 



darcsinx ^ 1 ^ darccosx 

dx '"yin^i Jx ' 
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Einfache Differentiation von entwickelten Functionen einer Variabelen. 7 

darctanx 1 darccotx 

; Jx '^1+^'^ ~dx ' 

^ darcsecx 1 darccscx 

dx ~^ xj/x^—l'^ ^^ 

Sind a, j3, y, etc. constante Grössen, m, t;, w, etc. Functionen 
einer und derselben Variabelen x^ so hat man für die Differentiation 
des Aggregates «M + j5t;+ etc. die Kegel 

^ dx dx dx ' dx 

Dieselbe gilt im Allgemeinen nur unter der Voraussetzung, dass. die 
Anzahl der Summanden endlich ist ; im entgegengesetzten Falle wird 
eine besondere Untersuchung erforderlich. 

Zur Differentiation der Producte dient die Vorschrift 

- HA^ d(iiv) dv du 

^ dx '^ dx dx"* 

wofiir auch gesetzt werden kann 
d{uv) 



/ 1 dii \ dv\ 
\u dx V dxj 



dx 

Aus der letzteren Form ergiebt sich bei einer grösseren Anzahl von 
Factoren 

^w d{uvw,,,)^^ /l du 1 dv 1 dw \ 

^ dx "\u'dx V * dx w * dx '" J' 

Falls unendlich viel Factoren vorhanden sind, darf diese Formel nicht 
ohne Weiteres angewendet werden. 

Die Differentiation der Quotienten unterliegt dem Gesetz 
/ r \ dv du 
16) \u ) __ dx dx 

dx ^ M* * 

Ist der Nenner constant = a , so bedarf es dieser Formel nicht , weil 

der Quotient ~ als Product aus dem Constanten Factor — und dem 
a a 

variabelen Factor v angesehen werden kann. Bei constantem Zähler 

M = 6 giebt die Formel einfacher 



'(v) 



17) \u J _&_ du 

dx M* * dx ♦ 

Handelt es sich um die Differentiation einer Function von 
einer Function 

z = /'[9(a:)]. 
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8 Einfache Differentiation von entwickelten Functionen einer Yariabelen. 

80 ersetzt man diese eine Grleichnng durch die beiden folgenden Glei- 
ehnngen 

^ = f[y]7 y = <p(^). 

dz 
Aus der ersten berechnet man — - ebenso als wenn y eine unabhängige 

äy 

Yariabele wäre : aus der zweiten sucht man -— , und schliesslich erhält 
' dx 

man durch Multiplication 

18) dz^dzilj 

_ dx dy' dx' 

Für die praktische Rechnung empfiehlt es sich, nicht sogleich den 

dz 
Differentialquotienten — - , sondern vorerst das Diflferential dz zu ent- 
dx 

wickeln und die angegebene Substitution von y im Gedächtnisse zu be- 
halten. Das Ende der Rechnung kündigt sich von selbst dadurch an, 
dass das Differential der unabhängigen Variabelen als letzter Factor 
auftritt. Soll z. B. l {a+bx+cx^) differenzirt werden, so sagt man: 
analog der Formel 

f^ly = —dy 
ist auch, wenn statt y der Ausdruck a + bx+cx^ gesetzt wird, 

dl(a + bx + ca^^=^ — — ; . ^d (a+bx+cx^): 

a+bx + cx^ ^ ^' 

rechts hat man noch ein Aggregat zu differenziren und dies giebt 
wegen da = 

dl (a+bx+cx*) = — — ; \b dx+cd Cx^\] 

^ a + bx + cx^^ ^ ''- 

__ b-\-2cx 

und damit schliesst die Rechnung , weil es nur noch der beiderseitigen 
Division mit dx bedürfen würde, um den gesuchten Differentialquo- 
tienten zu erhalten. In diesem, wie in jedem andern Falle wandert 
das Zeichen d so lange von links nach rechts, bis es auf der äussersten 
Rechten nur noch vor x oder der sonstigen unabhängigen Variabelen 
steht. 



Digitized by VjOOQIC 



Einfache Differentiation von entwickelten Functionen einer Variabelen. 9 

§.2. 
Beispiele zur Differentiation algebraischer Fnnctionen. 

Die Aufgabe kann auf zwei verschiedene Arten behandelt werden ; 
man benutzt entweder die Regel zur Differentiation der Producte, oder 
man führt die Multiplication von a-\-ax mit b-\-ßx aus und differen- 
zirt das entstandene Aggregat. Dies giebt zugleich eine Controle der 
Rechnung « 

2) 'd[(a + ax}(ib + ßa^)]^(^ba+2aßx+Zaßx^^dx. 
Hier gilt eine ähnliche Bemerkung wie vorhin. 

3) d[(^^b^—b x+x^) (Ib^+bx+x*)] = 4ar^ dx. 
Warum ist das Differential so einfach und identisch mit rf(x*)? 

bc 



^) Kh^)=-(-^ 



,dx. 



i+bxy 

5) '^(^) = r-^fv«*- 

^ Xa-^ßxJ {a—ßxy 

Man kann diese Aufgabe entweder direct nach Formel 16) behandeln, 
oder auf die vorhergehende zurückftlhren , indem man von der identi- 
schen Gleichung 

a+ßx^ 2a 



a—ßx a — ßx 
Gebrauch macht. 

Die vorhin angegebenen zwei Methoden sind auch hier anwendbar; 
welcher kleinen Modification bedarf die zweite ? 

-. ^/ a + bx \ 2acx + bcx^ , 

7) öl — - 1 == — dx, 

\a-\-bX'\-cx^J (a+bx + cx^y 

Q / a+ßx \_aß—b(i—2cax^cßa^ 

^ \a + bx+ca^) {a + bx+J^'y ^' 

^ \a + bx + cx\f 

fl|3— &a+2 (ay— -ca)ir+ (6y — cß}x^ 

(^a + bx+cx^y 

Will man die Aufgabe nicht direct lösen, so kann man sie mittelst der 
identischen Gleichung 
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10 Einfache Differentiation von entwickeltenFunctionen einer Variabelen. 

a + ßx-\-yx^_y 1 ay — ca + {by—cß)x 
a+bx+coc^''' c c * a+bx+cx^ 

auf die vorhergehende zurückführen. 



10) dl/a+bx^ — dx. 

2j/a + bx 

b+2cx 



11) dl/a + bx+cx^= — ,— — dx. 

2}/a + bx+cx^ 

2a+Zbx 



12) dix]/a + bx)= ^ ;JZ:L dx. 

'^ 2j/a+bx 

Hier benutzt man entweder die Eegel zur Differentiation der Producte 
nebst Formel 10) oder man setzt x'/a-{-bx = j/ax^ + bx^ und be- 
trachtet den letzteren Ausdruck als Potenz eines Aggregates ; was ist 
bequemer für die Eechnung ? 

13)- ^/ ?/M^ \ 2«+^^ ^.,. 

\ X J 2x^ya+bx 

Euer gilt wieder die vorige Bemerkung. 

14) d{x(^ya + bx)=^-^ ; ^ ^ ^ dx. 

2ya + bx 

-ir^ ,^ / — TT — : i. 2a+Zbx+^cx^ , 

15) d(^xya + bx+ca^^ = — J d x. 

2ya'\-bx + cx^ 

16) jy^±F^±R)== P+^'' ä.r. 

^ X / 2x^ya + bx + cx^ 

17) d(x^]/a + bx+cx^) 
^2fiaocf^'-^ + (2(i+l^ bxf^+(2ti + 2') cxf^-^^ 

2j/a+bX'\-cx^ 

Für die letzten vier Beispiele kann man die bei No. 12 gemachte Be- 
merkung gleichfalls benutzen. 

18) d(--^^^J^dx. 

^ya + bx^ 2y'ia+bxy 

Die zu differenzirende Function lässt sich entweder als Quotient oder 
als Product aus x und (a + ö^)""' ansehen. 
/2a + bx\ b^x 

19) d(-^==)z=; ---==: dx. 

X/a+bxJ 2y(a + bxy 

20) d(^±i^)^''^-^+M^dx. 

ya + bx^ 2/(a+6ic)» 
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Einfache Differentiation von entwickelten Functionen einer Variabelen. 1 1 

21) / ^»+20. X 4ac-6« ^^ 

22) tf(-J!+i"_) = /ÜZll fe^ d.. 

\ya+bx+cxy 2j/(a + bx+ca*y 

23) ^/ «+^^ _ ^ ^2a^-6a + (fc|?-2e«)a: ,^ 

24) df , ^^ — \ 

\ya+bx + ca^J 

2 ]/(a + bx + cx^y 
Hinsichtlich der letzten sechs Aufgaben gilt wieder die bei No. 18 ge- 
machte Bemerkung. 



25) JC^-^bx^ya+b^l Z a* 



xf/x ) 2x^j/x(a'\'bx^ 

Die hier gegebene Function lässt sich entweder als Quotient ansehen, 
oder als Product zweier Factoren: 



(1-")/^+' 



oder als Product von drei Factoren : 

welche Form ist die bequemste für die Rechnung? 



26) 



äj/^±^^ -ß äx. 

r a—ßx (^a—ßx^ya^'-ß^x* 



Wie kann diese Aufgabe, falls man sie nicht direct lösen will, auf 
No. 23 zurückgeftthrt werden ? 



27) älA-±^=: ^gÄ5 dx. 

r a—ßx* {a—ßa^^j/c^-^ß^x^ 

28) .( (/M^+/a)i ^ ./^ c/H^^+z^y ^^ 

I X \ *" x^Ya + bx 

Hier lässt sich die gegebene Function entweder als Quotient betrachten 
oder in die Form 

X X 

bringen, welche die Anwendung von No. 13 gestattet. 
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12 Einfache Differentiation von entwickelten Functionen einer Yariabelen. 

Hier gilt eine ähnliche Bemerkung wie vorhin, wobei No. 17 zu be- 
achten ist. 

30) d\ ^^+^^+yj \ ^ v~^ {v^+^+v^) \^^ 

Warum unterscheidet sich dieses Eesultat von den in No. 28 verzeich- 
neten nur durch einen constanten Factor ? 

31) rf \v<^+c^_±yj\ = _ ^/«" . {f^+^+v^y ^^_ 

32) J /^+^+ /^EMj ^_ A - + V^^\^ 

l/a+ßx—j/a-^ßx) ß x^]/a*-ß'x'' 

In wie fem lässt sich die vorige Bemerkung zu einer wesentlichen Ab- 
kürzung der Rechnung benutzen ? 

33) a \ (-Za + 2bx) y'ia + bxyi = - . — ^— dx. 

^ }/a + bx 

20 b^oi^ 
^ y^a + b 

=^^-^b^x^y'a + ba^.dx. 

!i 91 h^ X 

{-^a+Ux^y" Ca + bxV J = T • 4, <'-'«^- 

1 ^ ya + bx 

37) djf-4fl + 36a:')^fa + 6«T'vj==^.-.- -^^-^ da:. 

38) d j (— 4a« + afta:H56'a^*J p'a + ba^ | 

1 j a 6 c I j/a; . dx 



34) f/ j (-^a + 2ba^) j/{a + bxy{=:'^^ . -^ <^a:. 

' ^ j/a + ba^ 



Zur Lösung dieser Aufgabe kann man unter Anderem dio Formel 15 
in §. 1 benutzen. 
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Einfache Differentiation von entwickelten Functionen einer Variabelen. 1 3 

^ \iia+axy(b+ßxy...\ 

^ a+ax "^^ b+ßx "^'" ((a + a,r)'«(6 + /3a:)«...' 
die Anzahl der Factoren ist hier beliebig. 

§.3. 
Beispiele znr Differentiation von Exponentialgrössen nnd Logarithmen. 

1) d[(^x--l')e^]^xe'^dx 

2) d[(x^^2x+2)e^] = x^e^dx. 

3) d [(.T^— 3.T*+6ir— 6)^^] = a:»^ dx. 

Hieran knüpft sich die allgemeinere Frage: „Wie müssen die Coeffi- 
cienten A^^A^^A^ etc. gewählt werden, wenn die Gleichung 

4) d [{x'^—A^ ir"»- ^ + A^af^-'^ ) e""] =x'"e^ dx 

statt finden soll, worin m eine ganze positive Zahl bedeutet?** 

^ L\^ 3a:» ^x^ ^xj J \{jx .tV 
Wie müssen Überhaupt die Coefficienten ^,, ^2»^» etc. nebst a und b 
gewählt werden , wenn die Gleichung 

9) 4(i+i#:,+i&,+-)'-]=e-^)'-^- 

stattfinden soll? 

10) d(e2«^+ft*«) = 2(a+6a:)e2«*+***rfic. 

11) rf(ice2«*+*^«) = [l+2(aa;+6,x*)]^^^*+*^<ia:. 

13) dl(a + bx)=^—~-~dx. 
'^ a-^-bx 

14) ^/(a+6a:+ca:0= ft^^ 2 ^^' 
-^ ^ a + ^ar+Cir* 
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14 Einfache Differentiation von entwickelten Functionen einer Variabelen. 

Den gegebenen Logarithmus kann man entweder im Ganzen differen- 
ziren oder vor der Differentiation in die Logarithmen der einzelnen 
Factoren zerlegen. 

16) ,i(^jtM)^^^^,,, 

Hier gilt eine ähnliche Bemerkung wie vorhin. 
^ \a + bx/ {a + bx)(a+ßx) 

18) rf/f-=^=w /;+\", rf.. 

Kj/a+bxJ 2x{a+bx) 

19) d l (—^=\ = --r-^ rr dx. 

\ya + ca^J x{a+cx^) 

20^ d ( ^"1"^^ ^ ^ = 4ac— 6' ^^ 

\}/a+.bx+cxy ^lib + ^cx^ia + bx+caT) 

22) d / (/7. x+ya + cx') = / ^ da;. 

j/ö + CX* 

23) rf/(^^---l^) = -i^d.. 

\ya + bx + ya / xya + bx 

25) ,,( /gg-^^^ )^ .^ ,.. 

\ya + ßx + j/a — ßxJ xya^—^a^ 
Setzt man in No. 24) ö = «*,c= — 13^, so unterscheiden sich die rechten 
Seiten der Gleichungen 24) und 25) nur um einen Constanten Factor ; 
was folgt daraus in Beziehimg auf die links stehenden Logarithmen ? 



26) 



/ 2yc{a+bx+cx'')+{b+'Zcx) \ 
\ 2yc{a + bx+^^ — (b+2cx)) 

2y7 



ya + bx+cx^ 



dx. 



27) rfK««^.+*)=^^rf«^- 
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Einfache DifferentiatioQ y on entwickelten Functionen einer Yariabelen. 1 5 

30) ..(y^+^-y-v /^ .- 

\ya+be* + j/a / j/a+be' 



§.4. 
Beispiele zur Differentiation trigonometrisclier Functionen. 

1) d[sin"* Qa x+ ß)]=m asin*^—^ (cex+ ß) cos (ax+ß) dx. 

2) rf[co5"»(aa: + /5)]=— maco5"'-^(air+|S)*tn(aa:+/3)</a:. 

3) d[ton«(aar+/3)] = matoii'"-*(aa:+j5j5^c*(aa:+/3)rfa:. 

4) d(2x+sin2x)=^cüs^xdx. 

5) </(2a: — sin2x')=4sin^xdx, 

6) d (9 sm a: + stVi 3 a:) = 12 cos' a: dar. 

7) d(9cosa:— C05 3 a;) =—12 «w'are/a:. 

8) d(x'{'Sinxcosx)=^2cos^x dx. 

9) rf (a: — sin x cos x^=2 s i/i* a: rf a:. 

10) c?{(2 + cos*ar)smar} = 3cos'a:cfa:. 

11) rfj(2 + sm*a:)cosa;j=— 3si>i'a:e/a:. 

Warum stimmen die rechten Seiten von 4) und 8) , 5) und 9), 6) und 
10), 7) und 11) bis auf constante Factoren mit einander überein? 
12 J d j|a:+(^cosa: + cos'a:)st>ia:}=4cos^a: dx. 

13) d\^x—{^stnx+ sin^ a:) cos a: j = 4 stn*x dx. 

3 

14) d (^tanx+ian^x)== — t- dx. 

^ cos*x 

15) d (3 cotx + cot^ a:) = r-j— d x, 

cos2x 

16) d{tanx — |^/an'a:) = — ^ — dx. 

COS X 
^r ^ ^ COSZX , 

17 ) d (tan x — ian^ x) = — r — dx. 

' ^ ^ COS^X 

18) d(|/an«j?-4i ton*a?)=^^ da;. 

19) dCztan^x-^tan^x) =-^^V- ^^' 
^ ^ ^ cos^x 



iZtanx—ian^x) 3 



^ I 1— 3/an*a: ) cos^^x 



Digitized by VjOOQIC 



16 Einfache Differentiation von entwickelten Functionen einer Yariabelen. 

21) d i ^«"^-^fM =_JL- dx. 

oo ,/ ünx \ acosx + b 

^ \a+bcosx/ la+bcosxy 

^ \aco^x+ßstn^x/ [acos^x + ßstn^xy 

, / -s — t-t; 5— (« — ß)sin2x 

24) dyacos^x+ßsirrx = aar. 

"^ 2 ^a coÄ* o; + 13 sin^ x 

j^^ Ij/a cos* a: + j3 «Vi* a:) ßsinxsec^x 

\ cosx ) ]/acos^x + ßsin^x 

„ At/cccos^x+ßsiri^xl acosxcsc^x 

2ö) ^ y- 7-^-^ ) = -r=--=:=rz^ dx. 

\ smx ) j/acos'^x + ßsin^x 

Aj/a^^x + ßsin^x) _^ asec^x^ßcsc*x 
) cos X sin X ) j/occos^x+ßsin^x 

28) \/j - ^^^^ ■U^^. -ifL^ " 

I j/acos^ x + ßsin^x) y^acos^x+ßsif)^ x)^ 

^^^ i stnx ) acosx 

29) d \^=.^-_^^-,=:^\ = fix. 

fVacos^x + ßsin^x) y\acos^x + ßsvrx/ 

„^ ,( cosxsinx ) cccos^X'-ßsin^x 

30) ^\-i=^- ^:r=^\ = -p ^ dx. 

(yacos^x+ßsin^x) y(^cccos^x-\'ßsin^Xj* 

§.5. 
Beispiele zur Differentiation cyclometrisclLer Functionen. 

1) d arcian — = — - dx, 

^ ar 1 + a:' 

i — iF l 

2) d arcian — -— = — 



i+x 1 + x« 

Warum sind die rechten Seiten dieser öleichungen identisch mit 
d ( — arctanx^? 

2x 2 

3) d arcian- ^= — j — ^dx. 



4) darccos—, — 5=—- — ^dx. 



l — a?« 1+ar* 



Warum stimmen die rechten Seiten dieser Gleichungen mit d (2 arc tan a:) 

überein? 

X 1 

5) d arcian— -==. — dx^ 
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Einfache Differentiation von entwickelten Functionen einer Variabelen. 17 
Warum ist die rechte Seite = darcsinx? 

6) d aresin /— - — r= — - — ^dx. 

' yi+x^ i+x^ 

Warum ist die rechte Seite = d arc tan x ? 

»^ 2 

7) d arc sin (2x Vi — x^) = - dx. 

]/l-x' 

» 

Warum ist die rechte Seite = d {2 arc sin x^? 

8) darclanC^ )=— — - — -dx. 

^ \ X ) 2(1 +a?*) 

Warum ist die rechte Seite =.d{\ arc tan x) ? 

9j rf < 2 arc tan -—^ — -. — } = -^ r dx. 

\ y^ac—b^S « + ^^+^^ 

10 J d arc sm — = ^ — dx, 

y^ac + b^ j/a + bx — cx^ 

11) d\2arcian '"+_^^ U - J::JgZE^ rfa:> 

I xY^aC'-b^) a + bx+cx* 

io\ j 2ö — 6a? l/flf 

1^) a rtrc stn — = — ^ (f jf. 

13) d arc (an ^ ^~^ — = '^ — — ' '; \ , ^ rf ar. 

^A^ ^ . €iX+ß 1/V — jS^ • ^ 

cc+ßx (a+|3ir)/l— a:« 

15) // ör^ stn :r~~ -= — ^^ — "^ dx, 

ydcc + ßx) (cc + ßx)}/yx-x^ 

i£j. , . 2aß'-ba + Cbß-'2ca)x 

16) d arc sm — ^ ' ^ -i- ^ 

/6*— 4ac.(« + jSir) 



__j/baß—aß'^ — ca' 
{a + ßx)}/a + bx + cx^ 



17^ fi? «rc* sm ^— '-^ = ^ 7 dx. 

a-\-ßx ia+ßx)y\^a^ 

18) c/ flrr r tan ^-^ ^^. ^ = ^^^ f rfo:. 

orx + i? (a + /?a:)/l-rr« 

Warum sind die rechten Seiten von 17) und 18) gleich und entgegen 
gesetzt der rechten Seite von No. 14)? 

Sc hl ö milch, Uebang'sbach. ^ 
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18 Einfache Differentiation von entwickelten Functionen einer Variabelen. 



Weshalb stimmen die rechten Seiten von No. 15), ») und 20) überein ? 

21) rf arc tan ^ ^^ =-^ r__^:^_r±,__ ^^ 

22) d arc sin ^ ' ^ - = — ^.r. 

23) d arc stn 



ßYa+ßx + yx^ 



24) d arc sin 



2 (^a + ßx + YX^)]/ci+ßx 



ß\/a+ßx + yx^ 



|/a((5«~4ay) 
r/a;. 



-§.6. 
Yennisclite Beispiele. 

1) • d{x'^j = .T'^{\+l.r)f)x. 

Man beachte hierbei , dass x^ als Exponent] algrösse dargestellt werden 
kann. 

2) d (a:'^) =2 j^'^-' /.r fix. 

3) ^ t/[C/;r)*] = (/.r)^-Ml+/a'./(/^^| «/a% 



^> "Kf/i-Cfy'-"- 



Wenn m und v Functionen von x bedeuten , u und v ihre nach x 
genommenen Differentialquotienten sind, so gilt überhaupt die Formel 

5) d (?/*') = m"— ^ (m' r + ?/ y'/ m) rf .1. 

Im Folgenden bezeichnen ^logz den zur Basis h gehörenden Loga- 
rithmus von z ; es ist dann 

6 ) d (Jlog ö) . ^log a ,'^l.oge , dx. 

Hier wird es zweckmässig sein , ^log a durch natürliche Logarithmen 
auszudrücken. 
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Einfache Differentiation von entwickelten Functionen einer Y ariabelen. 19 

7) d \nog (a+^j)! = j --1— - — . 'log{ct+ßxi'loge . dx. 

8) d \ ^log sin a* j = \cotx . ^log sin .r> "löge . dx. 

f ^ ) 

Sind überhaupt y und r Functionen von a:, y und z' ihre Diffe- 
rentialquotienten , so gilt die allgemeine Formel 

9) d{yiogz)=(- — .yiogz\.yioge.dx. 

10) d Ixarcsinx-^-y \ — a?*j = arcsinx dx, 

11) d \xarcianx — ^/ (l + o:*) { = arctanx dx, 

12) d\-::^=.aresinx+UCl^x')\= '''^l. dx. 

)y\-x^ ^ 'S |/(l-.r«j» 

A ^* cijf'c sin X 

13) r/ja:^+(arc5mjr — 2x\/\ — X^) aresin x\=r^ dx. 

X CLTC tan X 

14) d \ (jf— * örr tan x) arc lanx— J ' (^ + ^^) i ^= T~s — ^^* 

1 "j~«K 

^_. ( 1 / 2ic . \ i 4 arc tan X ^ 

-^. , ( ,/ ^ \ arcsinx) arcsinx^ 

16) rf { l[ I = 2 — ^^• 

17) rf!e''^(öco56a: + 6Äi/j6ar) j-i^ (a2+^2)ß«^co5fta: «/o-. 

18) d\e'*"{a sin bx -hcosb x) j = («' + />^) e^"^ sm ft .r dx. 

19) f/i(a:+Ä:|/i— a;2) e*^''*^"«^j =(i + A*)e*^«'''^""* rf.r. 

21) (? ! ^ C05 (/ a: — 1^ tt) i = j/Tco5 (/ jr) dx. 

22) rf{^5m(/jr — i^r)! =l/"2 5iw(/j?)rfjr. 

23) ,/(«_±4^)=.-,_^'*"-^rf.. 

\a — ßianx/ a' cos^ x^-ß^ sin^x 

24) ,Y |/^+ 1/^5 ^45 U J^^EZ. ^.. 

f ß \ aß 

25) c? «rc tan — /«« t ) = . — r — , ...^ ^ • ^ it. 
'^ \« / aVo5'a: + p'5a/ra? 

^ \f^ a-^b ^ 2{a + bcosx) 

2* 
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20 Einfädle Differentiation von entwickelten Functionen einer Variabelen. 
' 27) dl } (^-^)^^^^^-^ + ^~l/^M^'"^^ j 

= — -^ i dx, 

a-\- cos X + c sin X 



Zö) d arc lau —^— ^ — - = — — ' d,r. 

i/ß« b^—c^ 2{a + bcosx-\-csinx) 

29) d\yVarctan yi±-J^'l.^l \^ Y^^j^) . cos ^a: ^^ ^ 

( l/{a+b)cosx) (ö + b cos x) |/ cos x 

30) d I l_^f V2a,cos^x-^l / Xa-b)cosx \l 

'|/2 \y2a.cos^x + y{a — b)cosxJ) 



]/a(a — b) , sin * x 
(a + bcosx) ycosx 



dx. 



Digitized by VjOOQIC 



Capitel IL 



Mehrfache Dijfferentiatlonen von entiriekelten Functionen 
einer Tariabelen. 

§.7. 
Ornndformeln nnd aUgemeine Regeln. 

Die successiven Differentialquotienten der Functionen f{x) wer- 
den entweder bezeichnet durch 

df{x) dVV) ^A^) 

dx ' dx^ ' daf^ ''" 
oder kürzer durch 

oder auch durch 

rix), r'ip), rw,.... 

Für die höheren Differentialquotienten der einfachsten Functio- 
nen gelten folgende Formeln: 

1) . D^{(a+hx)f^] 

= ^(^-0(f.-2)...(fi-[n-l])ft«(a + fra;r-- 
specieller für ^i^^ — 1 

^ \a+bxj (a + 6jr)"+.i ' 

und für ^=— J 

3) Dn(^^l^\= (--l)M,3.5...(2n-l)6" 

\ya + bxj 2''{a+bxYya + bx 

^ r X (— i)''"M.2.3...(n — l)ft« 

5) Z>»(ß**) = 6'*e*^. 

6) D"" sinx = sin{\mt'\-x\ 

7) l>'*co5a; = cos(^W7r+a;). 
Bedeuten m und r Functionen der Variabelen ar, so ist 
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22 Mehrfache Differentiationen von entwickelten Functionen einer Variab. 

9) /)"(M«;) = («)oW./>"r + (w),Z>w.Z>»'-iy 

wobei in der letzten Formel unter (w)^, (w)i » C")«» ^^^- ^^^ Binomial- 
coefficienten 

' T' 1.2 ' i .2.3 ' '* 

zu verstehen sind. 

Um die höheren Differentialquotienten einer gegebenen Function 
f(x) zu entwickeln , kann man zwei verschiedene Methoden benutzen : 
die recurrirende und die independente Darstellung. Bei der 
ersten bildet man zunächst eine Gleichung zwischen zwei oder meh- 
reren auf einander folgenden Differentialquotienten beliebig hoher Ord- 
nung, wie z. B. zwischen /'<"^(a'), /'<"+^^(a:), /'^"+2)(j.^^ ^jkJ berechnet 
mittelst dieser Gleichung (der sogenannten Recursionsformel) einen 
Differentialquotienten nach dem andern. . Bei der zweiten Methode 
sucht man f^"^(^x) unabhängig von den vorhergehenden Differential- 
quotienten darzustellen, wie dies z. B. bei den Formeln 1) bis 7) ge- 
schehen ist. Da sich für keine der beiden Methoden Vorschriften ge- 
ben lassen, so dienen die folgenden Beispiele hauptsächlich, um zu 
zeigen, wie man in speciellen Fällen die besonderen Eigenschaften 
einer gegebenen Function benutzen muss. 

§.8. 
Beispiele zur recnrrirenden Entwickelnng höherer Differentialqnotienten. 

1) Handelt es sich um die successiven Differentialquotienten von 
so differenzirt man zunächst einmal; die entstehende Gleichung 

multiplicirt man mit 1+^*, giebt dem Producte die Form 

und differenzirt noch (m + l) mal mittelst der Formel 9) in §. 6; das 
Resultat lautet: 

(i+x^)f("*+^)(x) + {m+[\.2xf<"''^^)(^x')+{m + i\.2f("^)(ix) 



oder 
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Mehrfache Differentiationen von entwickelten Functionen einer Variab. 23 

Für m = folgt aus dieser Recursionsformel unter Einführung der 
schon bekannten Werthe von /^^^^ (a:) = f{x) und f (x) 

femer ist ftlr m = l , 2 u. s. w. 

^xfix) Zx 






1+^* X^ii+x^y' 

bxf'"{x) + zr{x) 12a:'-3 



1 + ^* l/(l+ar«)^ 

U. 8. W. 

In dem speciellen Falle a:=0 wird die Becursionsformel einfacher 

nömlich 

/('"4-2)(o)=— (m—l)(m + !)/'('") (0) 

und daraus erhält man wegen /*(0) = 1 und f (O) - 

/•('')(0)=.(— l)H»-i[l. 3.5... (« — 3)]*(« — J), ftlr gerade« 

/"(n)(0) = 0, fttr ungerade n. 

2. Die Function 

giebt bei gleicher Behandlung 

(a + bx^)f{x)z=2i^bxf{x), 

' '^ ^ . a + bx^ 

Im speciellen Falle a; = wird bei geraden n 

/•(»)(0) = J.3.5..(n-l)|ii(|ii-.l)(^-2)..Ca-[4/i-l])a'' ^^"(2//)%", 
dagegen bei ungeraden n 

/'(")(0)=r(). 

3. Um die Function 

/^(a:) = — == = — == 

(ya+bx+ya)ya + bx 

mehrmals zu differenziren schreibt man erst 



^^ V 2a l^a + bx — 1/ a 

f(x)=-~-. ^- ^ 

x^a+bx 

multiplicirt mit a:|/a + 6ar und differenzirt vorläufig einmal; nach ge- 
höriger Reduction findet sich 

2{ax + bx^)f\xy}-(2a + Zbx)f(^x) = 2a. 
Durch (w+ l)malige Differentiation folgt hieraus die Recursionsformel 

= [(2m + 4)a-'r(4m + 7)/;a:]/-<'"+l)(a-) + (m+l)(2m+3)6/'<'">(j?). 
Für den speciellen Fall x = {) ergiebt sich wegen / (0) = l 
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24 Mehrfache Differentiationen von entwickelten Functionen einer Variab. 
w N^ . r X 3.5.7...(2« + l)/ft V* 

4. Aus der Gleichung 

f{x) = (|/^«+^« + jSx)^ 
erhält man durch einmalige Differentiation 

eine weitere Differentiation liefert (unter Rücksicht auf die Gleichung 
selber) 

(a^+f ^•or(^)+ 13^ ^r (^) = \/^' ß' n^r 

Nach m - maliger Differentiation dieser Gleichung findet man 

Für a; = ergiebt sich bei geraden n : 
dagegen bei ungeraden t} : 

5. Es sei 

/•(ic) = \ (arc sin x)^ ; 
man findet dann 

und hieraus die Recursionsformel 

(l— a:2)/('»+2)(^)^(2//l+l).^•/•<"'+^'(•^) + '«V'^"'^W• 
Im speciellen Falle x = wird 

/•(«)(0)==[2.4.6...(n— 2)]% für gerade «, 
/•(») (0) = , für ungerade lu 

6. Aus der Gleichung 

/•(d?) = cos (fi arc 5iw a:) 
folgt, wenn einmal differenzirt, dann mit ]/l —x^ multiplicirt und noch- 
mals differenzirt wird, 

man findet na^chher die Eecursionsformel 

(1 ~a:»)/-("'+2)(a) = (2m+ 1)0? /-('«+!) (j;) + (m* — |ii«)/"<'">(jr). 

Diese giebt im speciellen Falle a? = 

/•(») (0) = - fi^ (2*- fi*) (4*— iii') ...([«- 2]^- ^^) , fär gerade n 
/(«) (0) = , für ungerade n. 

7. Eine ganz ähnliche Behandlung gestattet die Function 

f{x) = sin (^^ arc sin x). 
Die Recursionsformel ist hier dieselbe wie vorhin, und für a;=0 wird 
/•(«) (0) = , "bei geraden n, 

/•(«) (0 j = ^ ( 1« - iii«) (3* - fi*) . . . ([^1 - 2]* - 1^) , bei ungeraden n. 
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8. Es sei 

f{x) = (1 + x*) % '^ cos (fA arc tan x) ; 
diflTerenzirt man statt dieser die Gleichung die folgende 

(1 + X*) - % ^/*(^) = cos (|[i arc lan x) , 
multiplicirt nachher mit l+x* und diflferenzirt noch einmal, so fin- 
det man 

(i+a-')rw-2(f'-i)^r(*)+f«(>»->)/(a^)=o 

Daraus ergiebt sich die Recursionsformel 

Im speciellen Falle a? = wird 

/(«)(0) = (-l)%>(^-l)(^-2)...(^-[/i-l]), für gerade /», 
/•(») (0) = 0, für ungerade n. 

9. Ganz ähnlich lässt sich die Function 

f{x) = (1 + x^y^ ^ sin (j[i arc tan x) 
behandeln. Die Recursionsformel ist hier dieselbe wie vorhin und im 
Falle a; = ergiebt sich 

/•(«) (0) = , flir gerade n , 

/'(«)(0) = (— l)%^»-i)^(ji4 — l)(fi— 2) ...(|i* — f«— J]), für ungerade n. 

§.9. 
Beispiele zur independenteii Entwickelunfi; höherer Differentialqnotienten. 

1. Um die gebrochene Function 

1 

zu differenziren, bringt man dieselbe auf die Form ^ 
und wendet die Formel 2) in §. 7 an; man erhält 

/,./__! \ 1.2.3. ..»/3M 1 , (-0" 

V«'-|3*W 2« )(«-/3a;)«+'^(«+/3a:)»+i 

oder auch 

^_(— l)«+il.2.3...w)3" J 






Vereinigt man die beiden Brüche rechter Hand, benutzt im Zähler den 
binomischen Satz und setzt zur Abkürzung 

P=(«+l).(^a:)-+(« + l),«'((3:c)— H(''+l)5«'(^*)"-'' + ... 



/_l_\ _ 1.2. 8... »^»y 

\t?-ß'xV~ (o'-/5'a')»+i' 
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26 Mehrfache Differentiationen von entwickelten Functionen einer Variab. 

2. Mittelst eines ähnlichen Verfahrens erhält man 
W ^ \ l>2.3...n^' ' ( 1 (-1)" 

Setzt man zur Abkürzung 

V={ßxY + ^ + {n + \),a'{ßxY-^ + {n + i\u*{ßxy''^+...., 
so i»l auch 

/ X \ _ l.2.S. .. nßn-^F 

3. Um die Function 

1 
a' + ß'x' 

zu differenziren , kann man die Zerlegung 

a^+ß^x^ 2a/— 1 Vj8.r— a/— 1 ßx + al/—lj 
benutzen und dann wie in No. 1) rechnen. Wird hierbei zur Abkür- 
zung 

U^{n+i\{ßxy--{n + i\a'{ßx)n-^ + {n+\),a'{ßxy-^^.... 
gesetzt, so ergiebt sich 

(— 1)«1.2.3...«/3« U 



W+ß^xy (^cc'+ß'x'Y' 



Ein anderes Verfahren ist folgendes. Man führe den Hülfswinkel 

CO ein mittelst der Formel 

a 
0}-=zarclan -— , 

ßx 

aus welcher folg* 

CC CC dfD ß 

x=—-col(o. dx = :;-.-7-o— , rf« = —sin^(a(ix, 

ß ß strrco a 

und differenzire zunächst die identische Gleichung 

= -^ StJTWl 



man erhält 

Vo*+/3*a;V a* o' 

oder 

D ( ^ , -- J = X ^«"*® 5in2c3i}. 

Differenzirt man zum zweiten Male und drückt f/ü> wieder durch dx 
aus, so findet man 
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^'(^hW)^"*"'^ *'"'"""" 



und durch mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens 

Die allgemeine Gültigkeit dieser Formel beweist man mittelst des 
Schlusses von n auf « + 1 , d. h. man differenzirt die vorstehende Glei- 
chung noch einmal und zeigt, dass hierdurch entsteht 

"■*■ (?:^)=<-'"'''--:ä^+-^-' '■"-- "»("+^)-. 

Die Formel gilt also flir den (n + l)^®" Differentialquotienten, wenn sie 
für den n ^«" richtig war, und da sie beim ersten Differentialquotienten 
gegolten hAt, so ist sie nun successive richtig fUr den zweiten, dritten 
u. s. w. Setzt man f(ir sin o und (o ihre ursprünglichen Werthe, so 
gelangt man zu dem Endresultate 

Aus der Vergleichung der beiden , auf veraphiedenen Wegen er- 
haltenen Ausdrücke für denselben Differentialquotienten folgt noch 

(»^+/>)-*'*[(.+,)..«,.,JL] 
= („+,), i-(„+,).(0+(,,+.).(^J-.... 

oder, wenn n=sm — 1 gesetzt und wieder o» eingeftthrt wird, 

sinma) . , . . , . , v . 

=3 (m), tano) — (m)»iatr(o-\-(m).Upr(o — . . . . , 

COSTCO ' \ -'ö 

worin ein oft gebrauchter goniometrischer Satz liegt. 
4. Der «*« Differentialquotient von • 

X 

lässt sich gleichfalls auf zwei verschiedene Arten entwickeln. Setzt 
man zur Abkürzung 

so gelangt man zu der Formel 

j^n( ^ V (-l)»1.2.3.. . niy-ir 
W + ß^xV (a'+/5«a?»)"+i- 

Man kann aber auch, wenn <o seine vorige Bedeutung behält, von 
der identischen Gleichung 
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28 Mehrfache Differentiationen von entwickelten Functionen einer Variab. 



a* + jS^r* aß 
ausgehen und findet dann 



1 . 
= — T 5f « w COS m 



^ K^^+ß^^h a>»H-i ^'^^""^ " cos{n + i) « 

oder 

\a^+ß^a:'J /(a« + /J2a:^)" + i [^ ^ ^ ß xj 

Durch Vergleichung der beiden, auf verschiedenen Wegen erhal- 
tenen Ausdrücke far denselben Differentialquotienten folgt noch 
cos mm / N / V 

5. Die identische Gleichung 

1 l 



a + 2bx + cx^ rac--b* , /b , Vi 

führt zur Kenntniss des «*<*° Differentialquotienten der links stehenden 
Function; man wendet hierbei die Formeln des 3. Beispiels so an, 
dass man 

» ac—b^ 

und zugleich h^ für ersetzt, wodurch sichrfo; nicht ändert. Macht 

c 

man Gebrauch von der Abkürzung 

5=(w + l),(6+ca;)«_(«+l)3(ac-6»)(6 + caO*-^ 

+ {n + l%{ac--bj{b+cx)^-^- , 

so ergiebt sich 

j)nf L \ {-iri.2. ..nS 

\a + 2bx + ca:^J {a + 2bx+cx^y+^' 
Falls ac—b^ positiv isj, kann man analog der zweiten Methode 
in No. 3) verfahren; wird nämlich 

-/ac—b^ 



00 =: arc tan ■ 



b + cx ' 



j/ac—b^ b+cx 

sin €0 = '^ , cos CO .-^ 



}/c(a + 2bx+ca^) Yc^a+^bx+cx") 

gesetzt, so findet sich 






r \a+2bx + cxV L ft + car J 
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Mehrfache Differentiationen von entwickelten Functionen einer Yariab. 29 
6. Aus der identischen Gleichung 

b+cx c 



a+2bx-\-ca^ ac—b* 






erhält man nach No. 4), wenn die Abkürzung 

r==(6 + ca:)»+i-(« + l),(ac_6*)(6+ca:)»-» 

+ (n+l)^(ac — 6«)«(6+cj?)»-3 

eingeführt wird 

/ b + cx \ _ (~l)"i.2.3../wr 
Ka+iöx + cx*)" (a+2bx + cx*y-^^' 

' Im Falle ac—b^ positiv ist, kann man die zweite Methode in 

No. 4) anwenden ; sie giebt 



^ / b+cx_\ 
\a + 26a:+cjr/ 



^ ^ r \a+2bx-\-ca^) L 6+car J' 

7. Nach der Regel ftlr die Differentiation der Producte findet man 
D^ie'^'cosbx) 

— {(«)ia"-^Ä — (w)sö"~^6»H le'^^sinbx. 

Ein anderer Weg zur Entwickelung desselben Differentialquotien- 
ten ist folgender. Man fahre zwei Hülfsconstanten c und «^ ein mittelst 
der Gleichungen 



c = j/a^+b^^ tan ^ = —, 
a 

aus denen folgt 

a = ccos9, b = csind''j 
statt der Formel 

D(e^^cosbx)=^ e"^{acosbx — bsinbx) 
lässt sich dann schreiben 

D {e^^cos bx) = ce^'cos{bx + d). 

Durch mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens erhält man die 
Formel 

I)n(^ßaxcosbx) = c^e''cos(bx+n^)^ 

welche mittelst des Schlusses von auf « + 1 zu beweisen ist. 

Vergleicht man die beiden flir D^ {e" ^ cos b x) erhaltenen Aus- 
drücke, setzt in der entstehenden Gleichung .r:=o und b=atan^^ so 
erhält man dieselbe goniometrische Formel wie am Schlüsse von No. 4. 
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30 Mehrfache Differentiationen von entwickelten Functionen einer Variab, 

8. Die höheren Differentialquotienten von e^^ sinhx lassen sich 
gleichfalls nach den vorigen zwei Methoden entwickeln. Die erste giebt 

+ \{ri),aV~H -{ji^a^* -'^ h"^ + .... Je«^co.96a:; 

nach der zweiten Methode erhält man 

wo c und •& dieselbe Bedeutung haben wie in No. 7). 

Vergleicht man die beiden für D^{e"^ siuhx) erhaltenen Aus- 
drücke, setzt in der entstehenden Gleichung j;=0 und b=afand-, so 
kommt man auf die in No.3) gefundene goniometrische Relation zurück. 

§. 10. 
Allgemeine Theoreme über höhere Differentialqnotienten. 

1. Um die höheren Differentialquotienten von F l — j zu ent- 
wickeln , setze man für den Augenblick 



1 .,,. dy 1 

— = V j mithm — = __ — - 
X ^' dx x^ 



es ist dann 



-(^) 



dx ' dy ' dx ^^^x^ ' 

wobei F' (y) so berechnet wird, als wenn y eine unabhängige Variabele 
wäre; zufolge des Werthes von y ergiebt sich dann 

Eine nochmalige Anwendung desselben Verfahrens liefert 

\ X J x' dy dx x^ \x / 

oder durch Wiedereinsetzung des Werthes von y 

Auf diese Weise fortgehend erhält man der Reihe nach 
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In den bislierigen Formeln scheint sich folgendes Gesetz auszusprechen : 

man soll dasselbe mittelst des Schlusses von n auf n + 1 beweisen. 

a) Hiernach ist z. B. 

+(„_i)(„_2).K(^^y"'+---{''^ 

b) Wählt man die Function F(y) so, dass sich /)"F( — j direct 

(d. h. ohne Hülfe der allgemeinen Formel) entwickeln lässt, so gelangt 
man nicht selten zu bemerkenswerthen algebraischen oder gonionietri- 



schen Sätzen. Z. B. für 

l 

(_l)fc-ll.2...(Ä--l) . 



F(y) = arciany, F'ii/) = -^ ^ — , 



ergiebt sich 

F(±) = arc^an±, Z>^(±) ._.- _ -J-, 

' ^/ 1 \ (-.l)«l. 2. ..{« — !) / 1 \ 

wendet man nun die aUgemeine Formel an, indem man schreibt 

und setzt man schliesslich arc(ana: = dy so erhält man 
sin^ fiin w (^ TT — 6) 

= (fi) , cos 6 sin ö — (w)2 cos^ ö sin 2 + (w), coä^ Ö .vm 3 Ö — 

Die Annahme F{y)='^l{l'^^y*) führt bei gleichen Behandlung zu 
dem entsprechenden Satze 

sin" Q cos n{^7t — 0) 

= (w)o — Wi ^OS dcOsd + (w), COS^ 6 cos 26 — (w)g cos'* C05 3 -| • 

2. Setzt man für den Augenblick x^=y, so erhält man 



dx dy dx 
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32 Mehrfache Differentiationen von entwickelten Functionen einer Variab. 
oder 

die mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens giebt 
2>« F{x^) = (2 xY F'' (x^) + 2F' (a:*) , 
/)3 F{x^) == (2 xY F'" (o:^ + 6 . 2 X F" [x^) , 
2>* F{x^) = (2 :r)* F^ ^' (x^) + 12 (2 a:)» F"' (a;^) + 12 i^" (a;*) , 
D''F{x^)==(2xYF'^(af^) + 20(2xYF^^{x^) + Q0.2xF'''{x^), 



und in diesen Gleichungen erkennt man induetorisch das Gesetz 
ix)^F(^)(x') + '^^^^^ 
n(«_l)(w — 2)(»_3) 



Ijn F{x^) == (2a;)« /^(») (a;*) + ^^^^ — ^^(2x)^-^F(^-^){x^) 



1.2 



■(2a;)«-4iP(n-2)(^2) 



welches mittelst des Schlusses von n auf »+1 zu beweisen ist. 

a) Beispielsweise hat man nach dieser Formel 

Va + jSW 

Ersetzt man die Grössen a^ ß^ x durch 

ac — b^ b , 

was auf dx keinen Einfluss hat , und führt man die Abkürzung ein 
c(a + 2bx+c x^) ^ 

^JfiTxf ■""' 

so erhält man 

I,n( \ ) 

\a+2bx + cxy 
(_l)«1.2..n[2(6 + ca:)l'' . , ^ ., 

b) Die allgemeine Formel für /)" F{x'^) liefert ferner 

\j/ct+ßxy 

(— D« 1.3.5.. (2«_l)(jSa?)"(^ «(«—1) ct + ßx"^ 

z:2~ 



/(^"jS^V^^^ ( 2(2n_l) ßx 

n(w — l)(w— 2)(w — 3)/(y + 
"*" 2.4(2w— 1)(2«-3) V""^ 



n{n — i){n—2){n — d)/a + ßx\^__ ( 
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Mehrfache Differentiationen von entwickelten Functionen einer Variab. 33 

Benutzt man hier die nämlichen Substitutionen wie im vorigen 
Beispiele und setzt zur Abkürzung 

c^a + ^bx + ca^) 
so erhält man 



= V, 



C-i) 



ly l. ^..QZn — \)(b + cxy J __ n ( « — 1 ) 
y(a + 2bx + rxy^-f^ I 2(2^^^!)'' 



2.4(2w— l)(2n— 3) ^ 

Diese Formel gestattet eine bemerkenswerthe Umwandlung. Aus der 
Gleichung 

folgt nämlich, wenn z als unabhängige Variabele angesehen wird, 

fi(w — 1 



^".[(^^-Ol = (« + l)(« + 2)..(2n)r« jl-^"^^^ i 



n(n— 1)(« — 2)(w — 3) 1 



i-h 



2.4(2w — 1)(2«— 3) z* (' 

beachtet man erstens die identische Gleichung 

..... ^ . ^ 1.2.3 (2w) 1.2.3...C2»)^„ 

(w+l) («+2)...(2w)= -^ --^ = ^ — ^2» 

^^■^^^^ ^ ^ 1.2.3 n 2.4,6. ..(2n) 

= 1.3.5...(2w — 1).2« 

und setzt man zweitens rechter Hand 

b-\'Cx 

z = — , 

yc(^a + 2bx+cx^) 

so wird — = v und die eingeklammerte Summe identisch mit der nach 
Potenzen von v fortschreitenden Eeihe ; dies giebt folgende Relation 

^„Y - V (-.pn/^ ^^ rct^-O"! 

wobei nach geschehener Differentiation in Beziehung auf z der fttr 2 
angegebene Ausdruck zu substituiren ist. Hieraus folgt specieller, 
wenn nach ausgeführter Differentiation x=0 gesetzt wird, 

Schlöinilch, Ucbun^sbuch. 2 
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c) Die allgemeine Formel für />" F(x^') liefert femer 

_ ^i(^-l)...(fi~;i + l)(2^a;)M n(n~l) tt+ßa^ 

" («+|Sa:0"-'* ( "^iC/ii-fi+l) 4/5 o:* 

n(n-\){n^2){n-%) fa + ßo^V | 

Setzt man zur Abkürzung 

_^ n{n — l){n — 2) (tt^[2k—\]) 

*~" 1.2.../r(|Li — n + l)(|^ — w + 2).T.(ft — n + /r)' 

so erhält man aus der vorigen Formel 

D''(a+2bx + cx^)f^ 
f.(f.-l)..(f.-n+l)[2(6 + c ^)]» 

Bemerkenswerth ist der specielle Fall a=I, ft=0, c=: — 1, 
n=m — I , |Li=m— ^, welcher giebt 

(_l)"»-M.3.5..(2m-.l)a;"» j^ ^l/l — o;* , . /i/i_a:*V 



H-«.(^)"- !• 



Für a:=cos(o lässt sich die eingeklammerte Eeihe mittelst der Formel 
(§.9,No.3) 

, . , ^ » . /. N »i sinm ca 
(rnji /öno) — rmj,/rin''G) + rm)Rfrtn^a} — = 

Summiren und es wird nach Restitution von m=arccosx 

m 

d) Wählt man F(jf) so, dass D'*F{a^^ unabhängig von der allge- 
meinen Formel entwickelt werden kann, so gelangt man zu irgend 
einem algebraischen oder goniometrischen Satze. Im Falle 

erhält man z. B. 

(g:+l)" + (a : — 1)" 
(2 a:)« 

T' Aa^ 1.2 \ Ax^ ) 172^3 \ 4a:' /+"* 
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oder wenn 

o:*— 1 .1 

r — = z mithin x = 



^' y'x-z 

gesetzt wird , 

l V ^) 1.2 V 4/ 1.2.3 \a) "^ • 

worin der Coefficient von Q r)* durch den Ausdruck 

n (n—k—\) (n — Ar~2) ... (y ? — 2A:+1) 
1.2.3.. ..Ä 
gegeben ist. 

Differenzirt man die vorige Gleichung in Beziehung auf z und 
lässt nachher n + 1 an die Stelle von z treten, so findet man leicht 

{ i + yTZzy-^{l - j/lZTzY _^_«-2 /^\ {r^^^){n^4\ /^Y 
2«/Tiri 1 \4/"^ 1.2 \4j 

1.2.3 \4y"^ 

Zu ähnlichen SStzen filhrt die Annahme 
Fiy) = l{l + y), 
und zwar ergiebt sich, wenn nach Ausführung aller Differentiationen 

arctan — =9 

X 

gesetzt wird , 

2cosnB^{2cosBY^^{2cosBY-^ + ''-^^{2cosBY-^ 

n(n — 4)(n — 5), /., -. 

— -^^ ^ ^ (2 CO* 6)«-«+ 

1 . 2 • o 

Hieraus folgt noch durch Differentiation in Beziehung auf ö 

fi^''/ = (2co.0)"-'-'^(2co50)-» 
sin ö 1 






3. Durch mehrmalige Differentiation von F{yx ) erhält man fol- 
gende Gleichimgen 

3* 
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^ ■r.r /-\ F' {l/'x) 
DF(j/x)== ^^J , 

die zu der inductorischen Formel führen 

(n+l)«(«- l )(n— 2) jr("-2) (/a; ) 

diese ist mittelst des Schlusses von n auf n + 1 zu beweisen. 
a) Hiernach ergiebt sich z. B. 

^ (_l)"1.2..wj3" j re— 1 a + ßj/'x 



1.2 V o/?7//r ^ 



2jS/.r ^ "^ ) ' 
wobei die Coefficienten unter der Form 

{n+k — l) (n + k—2)...(n+\)(n—k) 
1.2.3 k 

enthalten sind. Das obige Resultat lässt sich noch dadurch etwas ver- 
allgemeinem , dass man ß durch ß}/ b und zugleich x durch ---+ x 



ersetzt. ^ 

b) Macht man Gebrauch von den Abkürzungen 

^ _ (fi + A:— l)(w + A: — 2). . .w(w-l)...(w-A:) 
*~1.2...Ä:(ft~w+l)(fi~n + 2)...(|^~« + Ä:)' 
a+ßj/'x 
2ß]/x 
SO findet man mittelst der Formel ftir 2)"F(j/a?) 
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Ein bemerkenswerther specieller Fall hiervon ist 

c) Wählt man Fiy) so, dass V^Fi}/ x) unabhängig von der all- 
gemeinen Formel entwickelt werden kann, so gelangt man zu einem 
algebraischen oder goniometrischen Satze. 

Ein Beispiel hierzu liefert die Annahme 

n«/)=j/(/-i), 

welche giebt 

^,..,„)=(_„'-.o.4...(*-„j^+jjJ-^j, 
■f(K»)-ä'(»-0. »^&'«)-4--i, 

u. s. w. 
und schliesslich , wenn nach AusfUhrujig aller Differentiationen 

gesetzt wird , 



+ («+l).(«»-2 + v"-»)(^J+ 

+{2n-'i)n-x{u+v)(~j~\ 

Nimmt man dagegen 

und setzt nach Ausführung aller Differentiationen 

arcian—-=.^=9^ 
y X 

so erhält man die goniometrische Formel 
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2'' ~ ' cos" 

^ cos(n—l)d cos (n ^2)6 
= <^osnd + ^n), - ^_^g- + (n + 1), -^^^^JqJ- + 

cosQ 
....+(2„_2)„_.-— g^,. 

4. Durch mehrmalige Differentiation von F{x^) erhält man die 
Gleichungen 

D*F(x^) = X(X-l)x^-^F'(x^) + k'x'^-^r'(x^), 

Hieraus ist ersichtlich, dass D'^F^x^) folgende Gestalt haben muss 

J)''F(x^) 
=^~\C\x^F'ix^) + C,x'^r'(x^) + C,x' i^'"GT^)+...!, 

worin C,, C„ C,, gewisse Coefficienten bedeuten, die nur von k und n 
nicht aber von x und der Natur der Function F abhängen. Zufolge 
des letzteren Umstandes kann man j ene Coefficienten dadurch ermit- 
teln, dass man für F(x^) eine Function wählt, deren Differentiation 
direct (d. h. ohne die obige Formel) möglich ist, und nachher das 
Resultat mit der allgemeinen Formel vergleicht. Zu dem erwähnten 
Zwecke eignet sich z. B. die Annahme 

worin i eine beliebige Constante sein möge. Benutzt man zur Abkür- 
zung das Symbol 

^(ft-l)(^-2)...(^-Är + l) = M, 
so erhält man aus der obigen Formel 

1 - 2 

Andererseits ist 

F(x^) = (l'^t+tx^y 

=(i-0'' + (n),(l-'iy-Ux^ + (n)^{l-t)n-'^t\r'^+ 

und durch directe Differentiation 

Die Vergleichuug der beiden, auf verschiedenen Wegen erhaltenen 
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Mehrfache Differentiationen von entwickelten Functionen einer Variab. 39 

Eesultate giebt eine Gleichung, die für jedes x und i richtig sein muss ; 
setzt man in ihr zur Vereinfachung a;=l, so lautet sie 

= (n)J;](l--O«-^/ + (n)a2Af(l-.0"-'<* + W3[3AKl-0"-'^*+--- 
Entwickelt man rechter Hand (1— <)"-^, (l--0"~"^> ®*c« ^^^ ordnet 
Alles nach Potenzen von /, so erhält man durch Vergleichung der 
Coefficienten von <, i*, t^^ etc. 
1 " 






und überhaupt 

Ck= y^ZJc \ (*)o[*Af- Wi [(*-!)*]"+ (*). [(* -2) A]- . . . j. 
Um das Resultat möglichst einfach darsteUen zu können , setzen wir 

L, = {k\[kX]-ik\ [{k-l)X] + ik), [ik-2)l] 

und haben dann 

a:«) 1 ^ ^^ 1.2 ^ ^^ 1,2.3 ^ ^^ ) 

Beispiele zu dieser allgemeinen Formel sind : 



a;« I 1 '1.2 1.2.3 
Gelegentlich ergeben sich hieraus Eigenschaften der Grössen 
Xj , Ig» G^<^- Setzt man nämlich im ersten Beispiele a=0 und differen- 
zirt linker Hand direct , so ephält man 

n 
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40 Mehrfache Differentiationen von entwickelten Functionen einer Variab. 

5. Differenzirt man die Function F{e^) mehrmals nach einander, 
so gelangt man zu folgenden Gleichungen 

/>' /?'(e*)= (T^F' {x) + 3 e2^ r' (e*) + ^' F'" ( e') , 



deren allgemeine Form ist 

Ijn /r(^) = c, e^F' {e'') + C\e^^ F'' (e.'') + C^e^' F''' {e')'\ 

Um die von x imd F{e^) unabhängigen Coefficienten 6',, C,, etc. zu 
bestimmen , wenden wir die vorliegende Formel auf den Fall an 

Fi,y)==(l-t+lyY 
und erhalten 

1 2 

Andererseits ist 

F\,&')=={l — t+te^Y 

=0— 0"+(«),(i— /)''-i/^^+(«),(i— 0"-^/*e'--^+ 

und durch directe Differentiation 

/>«(! — /+/e*)» 

=(w),I'»(l— /)'«-J/^^ + (/i),2«(l — /)»-2/V2'+ 

Die Vergleichung beider Resultate giebt, wenn zur Vereinfachung 
a:=0 gestzt wird, 

woraus durch Anordnung nach Potenzen von l folgt 
^1 = 1", 






und überhaupt 

^*=TX::* {*"-(*). (*-!)-+ (A:).(Ar-2)» j. 

Setzt man zur Abkürzung 

so hat man die allgemeine Formel 
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Mehrfache DifFerentiationen von entwickelten Functionen einer Variab. 41 
= ^^^F'(e') + J^' r(«')+^iiV"(^) + 

1 ^ ^^ 1.2 ^ ^^1.2.3 ^ ^ 

Beispiele hierzu sind: 

Aus der ersten dieser beiden Formeln wird für a=0 

worin eine Eigenschaft der Grössen ^, , £",, etc. liegt. Substituirt 
man hier die Werthe 

ordnet Alles nach Potenzen von fi und vergleicht die beiderseitigen 
Coefficienten von |w , fi', . . . /a" , so erhält man noch ;/ specielle Relatio- 
nen. Die erste derselben ist für w > 1 

und die letzte 

1.2...« 
d. i. vermöge des Werthes von En 

(»)o/i"— («),(« — !)» + («), (n — 2)" =1.2.3...w. 

Durch die Formel für Z>" F(e^) erledigt sich auch die Differentia- 
tion aller Functionen von den Formen f{cosx)^ f{sinx)^ etc., weil 
(nach der Lehre von den Functionen complexer Variabelen) cosx^ sinx^ 
etc. durch Exponentialgrössen ausgedrückt werden können. 

6. Differenzirt man F{lx') mehrmals nacti einander, so erhält man 
die Gleichungen 

X 

D^F{lx)=^]^Jp'\lx)^r{lx)\ 

2>»F(/a;) = -^|F'"(/a:)_3F"(/a:) + 2F'(/x)|, 
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42 Mehrfache Differentiationen von entwickelten Functionen einer Variab. 
welche auf das allgemeine Bildungsgesetz 

hinweisen, worin die Coefficienten Cq, C, ,...C„__i unabhängig von x 
sind. Zu ihrer Bestimmung dient die specielle Annahme F(jy) = e^^y^ 
F(/j7)=:a:~^, bei welcher alle angedeuteten Differentiationen ausführ- 
bar werden ; die entstehende Gleichung 

A(A + l)(A+2)...(A+/i_l) 

giebt zu erkennen, dass man durch AusRihrung der angedeuteten 
Multiplication combinatorische Formeln filr die Coefficienten Cq, C,, 6?,, 
etc. aufstellen kann. Es folgt nämlich 

C, = l + 2 + 3+...+(n_l), 

Cg = 1.2 + 1.3 + 1.4H |-l(w_l) 

+ 2.3+2.4+....+2(n_l) 
+ 3.4H \-^(v-}^ 



+ (n-2)(n-l), 
u. s. w. 
überhaupt ist C, die Summe der Zahlen 1 , 2 , . . . (w — 1) , C, die Summe 
der aus den letzteren herstellbaren Combinationen zu je zweien (ohne 
Wiederholungen), wobei jede solche Ambe als Product angesehen 
wird, femer ist Cj die Summe der auf gleiche Weise gebildeten Temen 
u. s. w. Diese Combinationsreihen lassen sich zwar summiren z. B. 
r-^ ^_ ^(n-l) n(n-l)(n-^2')(^n-.\) 

jedoch ist das Bildungsgesetz von C^y Cj , etc. auf diesem Wege nicht 
zu entdecken*). 

Für F(t/)=yP erhält man bei umgekehrter Anordnung der Sum- 
manden 

/)»(/a:)P 

+/?(P- 1)(P-2)C„„3(/^)P-^ l 



*) Der Verfasser hat dasselbe nach einem anderen Verfahren gefunden, 
s. „Compendium der höheren Analysis*^ Theilll, S. 23. 
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Mehrfache Differentiationen von entwickelten Functionen einer Variab. 43 

Ist p eine ganze positive Zahl, so müssen die Fälle p >n und p^n 
unterschieden werden. Im ersten Falle enthält die Beihe n Glieder, 
im zweiten Falle verschwinden alle diejenigen Glieder, bei welchen die 
Anzahl der gemachten Differentiationen mehr als p beträgt, und es 
bleibt daher 

Daraus folgt ,z. B. wenn (/^r)? kurz mit f(x) bezeichnet wird 
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Capitel m. 



Differentiation TOn Gleichungen zwischen mehreren 
Yariabelen. 



§.11. 
Beispiele zur Differentiation unentwickelter Functionen einer Variabelen. 

Wenn zwischen zwei veränderlichen Grössen x und y eine Glei- 
chung von der Form 

besteht, so weiss man im Voraus, dass y eine Function von x sein 
muss , deren Natur aber so lange unbekannt bleibt , als man die gege- 
bene Gleichung nicht nach o; aufgelöst hat. Trotzdem kann die Glei- 
chung differenzirt werden , wobei einfach zu berücksichtigen ist , dass 
eine Aenderung des x eine gleichzeitige Aenderung des y zur Folge 
hat. Man erhält dann eine Gleichung zwischen a?, y, dx und dy, aus 

welcher sich -~ finden lässt. Durch mehrmalige Anwendung dessel- 

d^ u 
ben Verfahrens können auch die weiteren Differentialquotienten — ^, 

d^ y 

— 3 , etc. entwickelt werden. 

Beispielsweise sei die gegebene Gleichung 

Ax*+By^+2Cxy+£::=:0. 

Nach einmaliger Differentiation ergiebt sich 

2Ax dx+2By dy+2C{x dy+y dx)=0 

und hieraus folgt 

dy ^ Ax+Cy 
dx"" By+Cx 



Digitized by VjOOQIC 



Differentiation von Gleichungen zwischen mehreren Vaxiabelen. 45 



Differenzirt man wieder diese Gleichung, so erhält man nach einer 
kleinen Beduction 



rfa?»"" (By+ixyy ^ dx) 
^iy 



und zufolge des vorigen Werthes von 

dVy (^AB-C) (Ax'+By' + 2Cxi/) 

oder kürzer 

d^'^lBy+Cxf 

Eine fernere Differentiation liefert 

rf'y_ H^B-C)^ / dy \ 
dx*~ (By+Cxy \ dx^ J 

und durch Substitution des Werthes von -r- 

dx 

dFy __Z {AB—C^y Kx 
da?« (^By+Cxf ' 

Wie man dieses Verfahren fortsetzen kann, dürfte unmittelbar ein- 
leuchten. Da sich im vorliegenden Beispiele die ursprünglich gege- 
bene Gleichung nach y auflösen lässt, so ist hier eine Probe auf die 
Richtigkeit der gefundenen Differentialquotienten möglich. 

Weitere Beispiele sind folgende: 

1) X»— 3ca:y+y»-t0; 

dy cy--x^ 

dx ex — y*' 

d^V _^ 2 (a;'" -3ca:y+y'- f ^^ ^ V _^ 2 c^xy 
d dP* "~ (cx—y*y (c j? — y^y 

2) a:''— 5(7cry+y5 = 0; 

d y Cy — x^ 

dü'^'^'Cx^y^ ' 

d*y^ (2C*+4x'^y') (x^+y') + 2 C^xy-UCx^y* * 
dx^ (^Cx — y*y 

_6C(2 6^+a?V) a:y 



Digitized by VjOOQIC 



46 Differentiation von Gleichungen zwischen mehreren Variabelen. 



3) A*+y' + /^-y'=g; 

Hier kann man die- gefundenen Formeln dadurch verificiren, dass man 
die gegebene Gleichung nach y auflöst und das erhaltene y direct 
differenzirt. 



4) Vix+yy+/Q^:iy)'^C; 



^^^ y^y-j/x—y y 

€Pj_ 2 ,r» + (2x' + y ^) j/s^~f 
dx^ f /^*^^ 

5) (x^+yy=2(Ax^+ßy') 

dy ^^ x(x^+y^—Ä) 
dx ydx'+y'-By 
Um bei der Entwickelung des zweiten Differentialquotienten Weit- 
läufigkeiten zu vermeiden, benutze man die Abkürzungen 

s=x''+y\ 
dy^ , ds__^ , 
rfx~^' dx'^'' 
es ergiebt sich dann 

d^^_ ( j-Ä){s-B){y-xy) + {A^B)xys ' 
dx"" " y^{s-By 

Aus dem Werthe von y und unter Rücksicht auf die Gleichung 

5«=2(^ir*+^y*) 
erhält man ferner 

, Ax'+By^ 

und durch Substitution dieser Ausdrücke 

, fy^ (s^A)(^s^B)(iAa^+By')+2(^J^Byx'y* 
da:« y'^s^By 

Hierin ist 

(s-A)(^s-B') = s^^(A + B)s+AB 

^2iAx'+Bf)-(^A+B)(x'+y') + AB 
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Differentiation von Gleichungen zwischen mehreren Variabelen. 47 
mithin 

dx^ y\$—By 

oder endlich , wenn Acx^+By^=}^ (ic^ + y^Y gesetzt wird , 

dx^ ^y'^ia^+y^—By 

Da sich die gegebene Gleichung nach y auflösen lässt, so können die 
erhaltenen Differentialformeln verificirt werden. 

dy^_2{b--axe-'y)_ 1 
dx ey—aa^e-y ~ x ' 
Dies ist sehr leicht zu verificiren. 

7) il ia^+y*)-lc=arctan^, 

X 

dy_ x+y d^y^ 2{x*+y*) 
dx x—y ' da^ {x^yf ' 

8) j/x* -\-y^ = c arc tan — . 



Wird zur Abkürzung j/x^+y^ = r gesetzt, so ergiebt sich 

dy _^cy + xr 
dx cx — yr^ 

dx^ {cx^yr) ' 
9) {a^+y^) arctan -^ =c«. 

X 

Benutzt man wieder die vorige Abkürzung , so erhält man 
dy yr^—2c^x 
dx"^ xr^+2c^y^ 
(ry_2cV(r*— 4c*) 
d^ (^xr*+2c^yy • 

10. Setzt man abkürzend 

dy r d^y 
dx ^ 

so kann man aus der Gleichung 



Tx-^^ d^=^ 



. c y j/oc'+y^^c^ 

arc cos— - + arc tan -^- = - 

j/x^+y^ ^ c 



Digitized by VjOOQIC 



48 DifTerentiation von Gleichungen zwischen mehreren Variabelen. 

die folgenden zwei Relationen ableiten 

oi:+yy' c 



(^+ylly^Äy-^y) P +y') ^ ^c(x+yy) 

Allgemeine Bemerkung. Die in den vorigen Beispielen 
ausgeführten Rechnungsoperationen lassen sich in allgemeinen Sym- 
bolen darstellen , wenn man von dem Satze Gebrauch macht , dass das 
totale Differential einer Function zweier Variabelen gleich ist der 
Summe von den partiellen Differentialen derselben Function, also, falls 
z eine Function von x und y bedeutet, 

^^ ^ . ^^^ 



Aus der Gleichung 
folgt hiemach 

mithin 


/•(* 


•^y) = oder kurz f= 
df df 

df 

dy dx 
dx df 


Differenzirt man von Neuem, wobei zur Abkürzung 






df df 



sein möge, so erhält man 

" U j = ? — [ 

und durch Division mit dx 

djp d_S_\(^J^ d_g\dy 
d'y _ ^ dx~^dx^V d y~^dy)dx . 
da? q^ ~ 

Nach Substitution des Werthes — = — — wird hieraus 

dx g 

^dp (dq , dp\ , ^dq 

da* ~ ä« ' 
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Differentiation von Gleichungen zwischen mehreren Variabelen. 49 

setzt man hier die Werthe von p^ q ein und beachtet, dass die Aus- 
drücke 

dq d^f ^ dp av 

— und — 



dx dxdy dy dydx 

gleich sind , so gelangt man zu der Formel 

(£j \dyj dx^ dy'dx'dxdy'^\dx) dy"" 

\dy) 

Auf diesem Wege kann man weiter gehen. Für den praktischen Ge- 
brauch ist es übrigens vortheilhafter , die Rechnung (wie in den Bei- 
spielen) für jeden Fall besonders zu machen, einmal, weil man das 
Nachschlagen der allgemeinen Formeln spart, und andererseits, weil 
sich nicht selten vermöge der speciellen Form der Gleichung /'(jr,y)=o 
Abkürzungen bei Zeiten anbringen lassen. 



§. 12. 

Beispiele zur DüTerentiatioii unentwickelter Fnnctionen mehrerer 
Variabelen. 

Wenn zwischen drei veränderlichen Grössen a-, y, r eine Gleichung 

von der Form 

F{,r,y,z) = 

besteht , so weiss man im Voraus , dass z eine Function von x und y 
sein muss, deren Natur so lange unbekannt bleibt, als man die Glei- 
chung nicht auf t reducirt hat. Um ohne diese. Auflösung die par- 
tiellen Differential quotienten 

d_z d_z_ 

dx' dy' 



dx^' dxcy' dy^' 

»u finden, differenzirt man die Gleichung F (a*,y,2) = erst in der Art, 
dass man nur x und z als Variabele , y dagegen als Constante ansieht ; 
man gelangt dann zu einer Gleichung zwischen a-, y^ z, dx und dz, aus 

welcher sich ~ ergiebt. Sieht man dagegen y als Constante an, so 
o X 

führt eine ähnliche Rechnung zur Kenntniss von ^. Durch weitere 

Schi ö milch» Uebun(f«buch. ^ 
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50 Differentiation von Gleichungen zwischen mehreren Variabelen. 

Differentiationen in Beziehung auf x oder y findet man die übrigen 
Differentialquotienten. Ganz analog ist das Verfahren zur Differen- 
tiation unentwickelter Functionen von drei oder mehr Variabelen. 

Beispielsweise sei die gegebene Gleichung 

2arz + 2byz + cz^ + k=^0. 
Differenzirt man zunächst unter Voraussetzung eines constanten f/ , so 
erhält man 

a (^xdz + zdx) -{-bydz + czdz^Oy 
mithin 

dz , az 



dx ax-^-hy '{' c z' 

Auf gleiche Weise ergiebt sich bei constantem x 

dz bz 



dy ax '\' hy '\' cz 

7) ■* 

Wird nun ^ partiell nach x differenzirt, so folgt 

X 



"« a ( dz) 






oder vermöge des Werthes von tt^ 

dx 

d^ z _ a^{2axz + 2hyz + cz^) 
^a.*~" {ax + by + czY ' 
wofür kürzer geschrieben werden kann 

d^z a^k 



dx^ (öa- + /yy + CZ)^' 

Durch eine sehr ähnliche Eechnung ergiebt sich , indem ^ partiell 
nach y differenzirt wird, 

a^__ h'^k 

dy^~~ {aX'\'hy'\-czY 

dz 
Wird dagegen ^- nach y differenzirt, so entsteht die Formel 

d X 



= -7 TT i ^ !^2 — («^+*y)^~? 



d^z 

dydx 

ab {2 ax z + 2by z -{- c z^) 



oder 



{ax + by + czy 

d^z abk 



dxdy {ax + by-\'Czy 



t\^' 
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dz 
dasselbe erhält man, wenn -p-- nach x differenzirt wird. Wie man auf 

dy 

diese Weise alle partiellen Diflferentialquotienten von z entwickeln 

kann, dürfte unmittelbar einleuchten. Die totalen Differentiale von z 

ergeben sich nun mittelst der bekannten Formeln 



sie sind im obigen Falle: 
dzz 



d^z^' 



z{adx-^b dy) 

ax + by-\'cz ' 

k{adx + bdy)* 

\ax + by + czy' 

Da sich hier die ursprüngliche Gleichung zwischen or, y, z nach z auf- 
lösen lässt, so können die gefundenen Resultate leicht verificirt werden. 
Nach der angegebenen Methode sind folgende Beispiele zu be- 
handeln. 

1) z»-f 3(r/ir+6y)j + c> = 0; 

dz az dz bz 



dx aj + ^y+z*' dy aj? + 6y + r*' 

aVz _ 'Za\ax+by) z _ 2q' c^ + z^) 

dx^^ {ax + by + zy^'^ ^{ax + by + zy 
dH_ jlb^{ux + by)z __ ^b^jt^+z") 
dy^^iax + by + zy^" Z(iix+by+zy 
J^ __ 2ab{ax+by)z _ 2g6(c'+z») 

dxdy^ {ax+by+zyT' ^ax+by + zY 
2) ax^+bff'+cz^ + Zhxyz+k^i^', 

d^_ ax^+hyz d z __ by^+hxz 
dx^ cz'+Äa:y' dy'' cz^+hxy' 
d* z 2xz[ack+ {abc+h^)f] 
aj;«"" (cz^+hxyf ' 

d^ _ 2yzlbck+i^abc+h'^)x^ ] 
ä?~" {cz'+hxyy 

d^z _ 2{abö+h'^)x^y^z+hk{hxy—ez') 
dxdy'^ {cz^-\'hxyY 

4* 
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wird x^-\-y^ + z'' zur Abkürzung mit S bezeichnet, so ist 
c>z_ a{S--A) dz_ yjS—B) 
da~ zXs-Cy cy~~ z{S-^C)' 
a^ ___ _ {S-A)(S-C)[{S--J)x'+(S-C)z']+2(A-'Cyx'z^ 

dx*" z'{s-cy 

dy^ z\s -cy ' 

d^z _ __ xy l{S—A)(S'-B)iS-C) + 2(A-'C) (B-^C)z*] 
dxdy" z^{S-Cf 

4) e^''-^^y^^''=A^x+B,y + C,z', 

setzt man zur Abkürzung A^a -\- B^y-\-CyZ = S^ so erhält man 

dz AS—A^ d_z___DS'-B^ 

di" 6'5— 6\' ^~"~" CS—C\ ' 

a^_ {ACj-A ^cy s diz_ (Bc.^B^cys 

a'^ _ (AC^^A,C)(BC^^B,C)S 
dxdy {CS-C,y ' 

?i_ '+/^ ^_ i+/y , 

dx 1 + /2' a«/ l+/t' 

a^2_ g^(i+/^/+^(i+^^ ' 

^'^__ yi'^+iyy+z{y+izy 
^/ «/r(i+/2)« - ' 

Allgemeine Bemerkung. Um die vorigen Rechnung sopera- 
tionen allgemein darzustellen, sei 

eine Gleichung zwischen drei Variabelen und es werde z als unent- 
wickelte Function von x und y betrachtet. Differenzirt man zuerst 
unter Voraussetzung eines constanten y , so erhält man 



mithin 



'Id. 

dx 


df 


0, 


dz 
dx 


dx 

df 
dz 
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Auf analoge Weise findet sich 

dj 

d_z_ dy 
Vy—'dT' 

dz 

Benutzt man fttr den Augenblick die Abkürzungen • 

df df ' df 

dx dy dz 

und differenzirt die erste der beiden "Gleichungen 

dz u dz V 

dx w ' dy w 

partiell in Beziehung auf jr, wobei zu beachten ist, dass u und rv nicht 
nur a?, sondern auch das von x abhängige z enthalten, so gelangt man 
zu der Formel 

dx"^ w^Y'Kdx'^d'z'Tx) ^Xdx'^Vz'dx)] 
1 i du dw . / du dfv\dz\ 

Durch Substitution von — — statt -— vrird hieraus 

w dx 



?!i = - — L« — 
dx^ w*) dx 



(dm , du\ , .dm 

\dx dz) dz 

d. i. vermöge der Bedeutung von u und m 

\dz) dt* dz'dx'dxdz'^Xdx) dt" 






m 



Auf ffleiche Weise ergiebt sich , wenn — - = — — nach y differenzirt 

dy m 

wird, 

(dj\d^_ dJ dJ d'f (diyd'r 
?!i__ yz/ dy^ dz'dy'dydz'^KdyJ dz^ 

Diff'erenzirt man endlich die Gleichung —- == — — nach v, so erhält man 

°dx w 
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dxdy 
_ \dzj dxdy dzKdx'dyöz'^dy'dxdz/'^dx'dy'dz * 

r m 

Aehnüche Formeln lassen sich für implicite Functionen von drei oder 
mehr Variabelen aufstellen. 

§. 13. 
Beispiele zur Vertanscliiuig der unabhängigen Variabelen. 

I. Wenn in eine Gleichung von der Form y=/'{^) statt x eine 
neue unabhängige Variabele t eingeführt wird, die mit x durch die 
Gleichung x = q>{t) verbunden ist , so erscheint auch y als Function 

von /, nämlich y=/'[q>Q^]y oder kurz y=:p[t). Um nun auch -— 

(ix 

durch t auszudrücken, braucht man nur die Gleichungen x=q)(t) und 
yz=q>{t) zu differenziren und von den so entstandenen Differential- 
gleichungen den Quotienten zu bilden ; auf analoge Weise erhält man 

<P y 

die höheren Differentialquotienten — ^ u. s. w. 

(l X 



Es sei z. B. 



(ijmh'^^r- 



b}/a^^x^ 



a 

und es werde i dadurch ßingefdhrt, dass man setzt 

2ai 



X= 



woraus folgt 

Man hat jetzt durch Differentiation in Beziehung auf die unabhängige 
Variabele i 

mithin als Differentialquotient 



dy_ '2ht 
dx «(l-.^*)' 
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Eine zweite Differentiation giebt 

/^yX ^ 26(1 + 

\dxj a(l_0' ' 

dividirt man links mit dx , rechts mit dem vorhin für dx gefundenen 
Ausdrucke , so erhalt man 

dx^ ""a«Vl_W* 
Auf gleiche Weise findet sich weiter 

d'y_ ^ (1+0^/ 
da?» «•• (l-O* ' 

U. 8. W. 

Im vorliegenden Falle können diese Ergebnisse leicht verificirt werden. 
Aus der Gleichung 

erhält man nämlich direct 

dy bx d'y ab 

d*y__ 3a6j; 

und wenn man in die rechten Seiten dieser Formeln den Werth 

_ 2at 

substituirt, so kommt man auf die oben entwickelten Resultate. 

Nach demselben Verfahren sind folgende Beispiele zu behandeln. 

1. In die Gleichung 

(T)*-(i)'— »='-^" 

soll statt X eingeführt werden 

2i ' 

die Differentialquotienten sind dann 

dy_^ b C+l d^y_ b / 2t V 

dx'^ a •/«_!' dx'^'^Vt^ZTi]''''^'''' 

2. Aus der Gleichung 

(T)'+(i)=' 
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folgt , wenn x = a cos co gesetzt wird , 

dy b d^y b 

y- = — COtCDy -T-T, := — - . - — , U. S. W. 

dx a dx^ arstn^to 

3. Aus der Gleichung 

(f)"-(f)'=' 

ergiebt sich für x = asecto 

dy b d^y b 

-- = — cscm, -7-^ = — — r^örw, u. s. w. 

dx a dx^ fl* ' 

4. Wenn in der Gleichung 

(v)'+(f)'- 

die Substitution x=acos^a> vorgenommen wird, so folgt 



dy b d^y b 

dx a ' dx^ 3 a' 



5. Es sei 



C—X , y 

y = c arc cos \-y2cx — x^ 



und werde substjtuirt 



c-~x 

arc cos = 7 : 

c ^ 



die Differentialquotienten sind dann 

dx 2>t» ^^2 4csin^lx(^^s\X 

Allgemeine Bemerkung. Wenn überhaupt zwei ^Gleichun- 
gen von den Formen 

stattfinden, so erhält man nach der vorigen Methode 

dx q/{ty 

d'y_ q>'{Oni)-(p"{i)^'(() 
dx^ q>'(iy ' 

u. s. w. 

Sehr häufig weiss man nur, dass X und y gewisse Functionen 
einer dritten Variabelen l sind, ohne diese Functionen explicite ange- 
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ben zu können ; die vorigen Formeln bleiben dann der Sache nach die- 
selben, weil sich aber die Werthe von 9?'(0i v'CO» ^tc. i/^'(0> ^'iO^ 
etc. nicht entwickeln lassen, ao deutet man diese Differentiationen nur 
an und schreibt demgemäsä 

dy^ dt 
dx dx ' 

rf7 
dx (Ty dPx dy^ 
d^y_ 'di'~d?^~dF'Tt 

\Tt) 
/dxy(Py dx ^x cTy [" /ef^ary dx ^x'^dy 
rf^_ \Tt) dC'~'^'Ji'J^'T^' ^ V\dC') 'di'~d^\Yi 
dx^'~~ /d^Y 

\di) 

U. 8. W. 

Es sei z. B. y eine unbekannte Function von x und es werde ^ = y 
gesetzt; dann ist 

dj_^_^<}y 

dx dt' 



woraus u. A. folgt 



dx''^^ dt*^ dt' 



'^dx'^^dx'^^d^' 



Die nachstehenden ähnlichen Aufgaben lassen sich mittelst dessel- 
ben Verfahrens lösen. 

6. Bedeutet y eine gewisse Function von x und wird x=^t^ ge- 
setzt, so ergiebt sich 

dsP'^dx dt*' 

7. In den Ausdruck 

soll man die neue unabhängige Variabele i mittelst der Substitution 
einführen und nachhet /r, m so bestimmen, dass S die Form 
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erhält. Für n findet sich der Werth "" ^ . 

8. Setzt man 

x^la^e^ — e '), 
so wird 

^ ^ UsD'^ dx dl^ 

9. Die Substitution 

x^=:asint 
giebt 






10. Setzt man 



x = ay^^lj 
so findet man 

a?*+a' ify x^'-a* dy ^ 4 (fy 

II. Das bisherige Verfahren bleibt auch in dem Falle dasselbe, 
wo es darauf ankommt, die ursprünglichen Variabelen x und y durch 
zwei neue Variabelen / und u zu ersetzen. Wird nämlich in einer 
zwischen x und y bestehenden Gleichung x^=q>{t^u) und *y = t^(/, ?i) 
gesetzt , so entsteht eine neue Gleichung zwischen t und u , in welcher 
man die eine dieser Grössen, etwa /, als die unabhängige, die andere 
als abhängige Variabele ansehen kann , und nunmehr handelt es sich 

darum , die Dmerentialquotienten ■— , -~g , etc. durch — , — , etc. 

auszudrücken. Man differenzirt zu diesem Zweck die Gleichungen 
x=^(j>{t^u) ,und y=^'^(t^u) mit Rücksicht auf den Umstand , dass so- 
wohl X als y gleichzeitig von t und u abhängt , und dividirt nachher 
dy durch dx. Auf analoge Weise bildet man die höheren Differen- 
tialquotienten. 

Beispielsweise mögen die gegebenen Gleichungen sein 
x=ziuy y = (l— /)m; 
man erhält dann durch Differentiation 

dx=iidu + u dty 
dy = {jL^t)du^udl, 
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und durch Division 

dp _ {\^C)dU'-udt 
dx" idu + udl 

oder um anzudeuten, dass u von t abhängt, 

(I— 0-; " 

dyj^__dt__ 

dx du ^ 

Bezeichnet man für den Augenblick — mit r, so gelangt man durch 
Differentiation der Gleichung 



rfy_(i~0^~""__ 



— 1 



dx tv + u /p + w 

zu der neuen Gleichung 

/</y\_^M dv^v {v dl+ du) 

nach Division mit dx={lv + u)dl wird hieraus 

dv / . du\ 
d^y^ ^'Tr'V+Tt ) 
dx^ {tv + itf 

oder zufolge der Bedeutung von v 



d'y ^ ^Id^^Xd]) 



Wie man auf diese Weise fortrechnen kann, dürfte unmittelbar ein- 
leuchten. 

11. Substituirt man, wie es in der analytischen Geometrie beim 
Uebergange von rechtwinkligen Coordinaten zu Polarcoordinaten ge- 
schieht, 

X=rcosdj y=^rsmd 

und betrachtet r als Function von 0, so erhält man 

dy^ du 

dx^ dr ^ , ' 
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fl^r ' /drV 

(ix [dr r^ . ^\3 ' 

V JÖ^^* — r 51/1 (7 I 

woraus z. B. folgt 

12. Die Substitution*) 

5jV;(0+?7) sin 6 sin rj 

giebt, wenn iy als Function von angesehen wird, 

dy_^ dd 



dri . n . * 

■—ksm^ü—stn^ri 

du 



dx^ 



l — T^Wwö^iwiy + Äf-^) sin%cosri'-2jKCOsQsin7i \sin^{ß — ri) 
c -^sin2Q^sin2fi 



*) Die obigen Formeln vermitteln den üebergang vom rechtwinkligen 
Coordinatensysteme zu demjenigen Systeme, welches in der Geodäsie beim 
„Visiren und Schneiden" benutzt wird. Die Grösse 2c ist hier die Länge 
der Standlinie, und 17 sind die an derselben liegenden Winkel, beide 
nach derselben Drehungsrichtung gemessen. 
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Die Diseussion ebener GurTen. 

§.14. 
Allgemeine Regeln and Formeln. 

Die Curve sei auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
der X und y bezogen und es möge zur Abkürzung 

dx ^ ' äx^ ^ 

gesetzt werden ; dann gelten folgende Regeln. 

So lange // positiv bleibt, so lange steigt die Curve; so lange 
y negativ ist, so lange fällt sie; wechselt y durch Null hin- 
durchgehend sein Vorzeichen, so findet an der betreffenden Stelle eine 
Culmination statt und zwar eine obere oder untere, je nachdem der 
Zeichenwechsel von + nach — , oder von — nach + vor sich geht. 

So lange ^"positiv bleibt, so lange ist die Curve convex nach 
unten; so lange y' negativ bleibt, so lange ist die Curve concav 
nach unten; jedem Zeichenwechsel von y* entspricht ein In- 
flexionspunkt. 

Bezeichnet r den Winkel, welchen die Tangente im Punkte xy 
mit der ar- Achse einschliesst , so ist (Fig. 1) 

tan r = y , 
1 dx 



cos X : 



l/i+y" ''«' 



si>it = — ~ = ^, 

woritt ds das Bogendifferential bedeutet. Ferner gelten die Formeln : 
Subtangente :MT=^, 



Tangente ■.PT= ^V^+y'\ 

y 
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Abschnitt der Tangente auf der ar- Achse : OT^x — — , 

y 

„ „ „ „ „ t/-Achse: J, = y— a:/, 



Entfernung der Tangente vom Coordinatenanfang :0R = 
Fig. 1. 



V\+y'' 




Proiection des Radiusvector auf die Tangente : PB = ^^ _ 



Coordinaten von R. : 






i+y'* 



Polarsubtangente : F=s ^ — ; , 

Polartangente : P V==^^^^^^^^ 

Coordinaten von r.:-^ii^) und 'Jl=^\ 

Gleichung der Tangente : ly—y = y\l^x). 
Wenn bei unendlich wachsenden x 

Limy=A, Lim{y — xy)== B 
endliche bestimmte Grössen sind, so ist 

Gleichung der Asymptote :ri = A^-\'B* 
Ferner gelten die Formeln (s. Fig. 1) 

Subnormale \MÜ = yy\ 

Normale : -P27=y j/i+Y*, 

Abschnitt der Normale auf der o:- Achse :OU=^X'j'yy\ 
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X 

Abschnitt der Normale auf der 2/- Achse : Ö 17, =y + — r, 

x-^-yy 
Entfernung der Normale vom Coordinatenanfang : 05 = --==^-^-, 

Proiection des Radiusvector auf die Normale : PS = -^ ^ , 

Coordinaten von S. :^4^^ «»^ (^+yy )y 

i+y* i+y' 

Polarsubnormale : W = ^^-^^+^^4^ , 

Polarnormale : P ^-=(^'+yV^, 

Coordinaten von ^f'. : ?^^^±l^:^ und - ^^^+y^\ 

y— ^y y— ^y 

Gleichung der Normale : i^_y=_ — 7. (§— ir). 
Coordinalen des Krtimmungsmittelpunktes : 



l/fl-L«'»)« 

Krümmungshalbmesser : 4»= * ,^ 

Ist die Curve auf Polar coordinaten^r und 6 bezogen und 
wird zur Abkürzung 

dr , <P r 









rfO~''' d0«- 


= r 


, so 


gelten 


die Formeln 








y 


r sin d + rcosd 
r cos 6-^ r sind 


= lan X , 








_rr"+2r''+r« 




* (r'cos0_r«»0)" 



rf5=|/(rrf0)»+rfr% 
femer, wenn q> den Winkel zwischen Radiusvector und Tangente, so 
wie k\f den Winkel zwischen Radiusvector und Normale bezeichnet, 



r r 

tanq) = —r^ tany\f = -^ — , 
r r 

Polarsubtangente : V =— r , 



r 
Polartangente 



..PV=n^±Ll 
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Entfernung der Tangente vom Pol : OR=z 



Polarsubnormale :OW = r\ 
Polamormale : P fF =|/r*+r'% 
Entfernung der Normale vom Pol : OS =- 



Kechtwinklige Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes : 

rr^+r^^(r'sin^ + rcose) ^ 
iü-^^ /,\, /2 TP • und 



rcosl 



« (r^+r^)(rcosd — rsmd) 

rsin ö H rrrr^i -. » 



Krümmungshalbmesser : q ~ —— '^— 



r* + 2r *— rr' 



§.15. 
Beispiele von Gnrvendisciissioneiu (Algebraische Curven.) 

1. Die Parabel. Bezeichnet h den Halbparameter, so führt 
die Scheitelgleichung 

zu folgenden Sätzen und Formeln. 

Die Subtangente ist gleich der doppelten Abscisse ; die Tangente 
bildet mit der nach dem Brennpunkte gezogenen Geraden (dem Brenn- 
strahl des Berührungspunktes) denselben Winkel wie mit der Parabel- 
achse. Fällt man vom Brennpunkte eine Senkrechte auf irgend eine 
Tangente, so liegt der Fusspunkt dieses Perpendikels auf der Scheitel- 
tangente. Die Subnormale ist constant gleich dem Halbparameter. 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 

wobei die erste Formel unter Zuhilfenahme der Normale eine einfache 
Construction des Krümmungsmittelpilnktes giebt; der Krümmungs- 
radius ist , wenn u die Normale bedeutet , 

2. Die Ellipse. Geht man entweder von der Mittelpunkts- 
gleichung aus 

oäer benutzt man statt derselben die beiden Gleichungen 
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x = aco$ci}j y = bsinG)^ 
worin eo den Winkel JCM (die sogenannte excentrische Anomalie) be- 
deutet (Fig. 2) , so gelangt man zu folgenden Formeln , Sätzen und 
Constructionen. Die Strecke CT^ welche die Tangente von der Ab- 

scissenachse abschneidet, ist 

a* 
CT= — ; 

X 

bezeichnet demnach M denjenigen Punkt des umschriebenen Kreises 
A P , welcher dieselbe Abscisse wie P besitzt , so gehen die Kreistan- 
gente MT und die Ellipsentangente PT durch einen und denselben 

Fig. 2. 




Punkt der a:- Achse, was eine einfache Tangentenconstruction giebt. 
Die Tangente Kalbirt den Nebenwinkel des von den Brennstrahlen FP 
und G P gebildeten Winkels FPG, Fällt man von den Brennpunkten 
Senkrechte auf die Tangente, so liegen die Fusspunkte R und S dieser 
Perpendikel auf dem umschriebenen Kreise. 

Um die Normale unabhängig von der Tangente zu construiren, 
beschreibe man um den Ellipsenmittelpunkt einen Kreis mit dem Ra- 
dius «+/> und verlängere CM bis zum Durchschnitte Z mit diesem 
Kreise ; Z P ist dann die Normale. 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes und der Krüm- 
mungsradius bestimmen sich durch die Formeln 



Schlömilch, Uebungsbuch. 



-6* 



v = - 



-6» 



b* 






1^' 
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6« 
wobei M die Normale P üy und h den Halbparameter — bedeutet. Um 

den Krümmungsmittelpunkt zu construiren , legt man ü V senkrecht 
zu C^und zieht durch F parallel zm BC eine Gerade, welche die ver- 
längerte P i7 im Krümmungsmittelpunkte W schneidet. 

Wenn es auf eine gute graphische Darstellui^g der Ellipse an- 
kommt, so bestimmt man eine Reihe von Curvenpunkten mittelst des 
umschriebenen und des eingeschriebenen Kreises , construirt mittelst 
des Kreises vom Radius a+^ die zugehörigen Normalen und nimmt 
die auf einander folgenden Durchschnitte derselben als Krümmungs- 
mittelpunkte, was um so richtiger ist, je näher die Curvenpunkte an 
einander liegen ; die Ellipse lässt sich dann mit beliebig weit gehender 
Genauigkeit aus Kreisbögen zusammensetzen. Empfehlenswerth ist 
auch folgende Construction , deren Beweis aus den vorigen Formeln 
hergeleitet werden kann. (Fig. 3.) Man bilde zunächst das Rechteck 
ACBD mit den Seiten AC^za^ BC=bj und lege durch D senkrecht 

zur Diagonale A B eine Gerade, welche 
AB in E, ACin Aq^ BC in Bq schnei- 

1 ^ >*< ^^:;^ — ^ -^ det; dann ist Aq der Kxümmungsmit- 

telpunkt fUr den Scheitel ^, und Bq 
der Krünmiungsmittelpunkt für den 
Scheitel B. Nimmt man ferner die 
Abscisse Cff=BE und die Ordinate 
HI=iAEy so ist I ein Punkt der 
Ellipse und zwar derjenige, dessen 
Normale IE mit A C einen halben rech- 
ten Winkel bildet, also durch H K=z H I 
leicht zu construiren ist. Man be- 
schreibt nun aus A^ mit dem Halb- 



Fig. 3. 




messer Aq A «inen Kreis und sucht 



dann auf der verlängerten IIC den 
Mittelpunkt M^ desjenigen Kreises, der 
durch / geht und den vorigen Kreis von Innen berührt*). Auf gleiche 
Weise bestimmt man zwei sich berührende Kreise aus den Mittelpunkten 
Bq und Nq, Die vier Kreisbögen AM, MI, IN, NB bildeii zusammen 
eine Linie ^ die dem Ellipsenquadranten ausserordentlich nahe kommt. 



*) Die hierzu nöthige Construction wird man leicht finden ; für das prak- 
tische Zeichnen ist es aber bequemer und sogar genauer, den Punkt Mq 
durch Versuche zu bestimmen. 
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3. Die Hyperbel, 
chung 



Man kann entweder die Mittelpunktsglei- 



y* 



«t At ^ ^ 



direct benutzen oder statt deren die beiden Gleichungen 

x = asecm, y = b(anw 

anwenden, in denen co den Winkel ACM (Fig. 4) bedeutet, so dass 
x=CL, f/ = LP= NQ ist; es ergeben sich dann folgende Resultate. 

Fig. 4. 




Der Durchschnitt T der Tangente mit der x - Achse ist der Fusspunkt 
des von M auf CJ herabgelassenen Perpendikels ; die Tangente halbirt 
den von den Brennstrahlen FP und G P gebildeten Winkel. Bezeich- 
net V W das zwischen den Asymptoten liegende Stück der Tangente, 
so ist P r= P W. Die von den Brennpunkten auf die Tangente ge- 
föllten Senkrechten schneiden die Tangente in zwei Punkten R und 5, 
welche auf dem über der Hauptachse beschriebenen Kreise liegen. 

Für die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes und den 
Krümmungsradius gelten die Formeln 






h' 



y\ 



y^^+h^ 



a'b' 



Ä«' 



5* 
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worin u die Normale P U, und h den Halbparameter — bedeutet. Aus 

der Bemerkung, dass die Formel ftir | durch ^=OU.sec*(o ersetzt 
werden kann, folgt eine einfache Construction des Krümmungsmittel- 
punktes. 

4. Die Kegelschnitte im Allgemeinen. Es sei (in Fig. 5) 
F ein Brennpunkt, DE die nächste Directrix eines Kegelschnittes, so 

stehen bekanntlich die Entfemun- 



Fig. 5. 




gen P/'und /^iVinconstantemVer- 
hältniss; hieraus ergiebtsich, wenn 

PF 

— - =f, FD=g gesetzt und ^als 

Anfang rechtwinkliger Coordinaten 
genommen wird, 

und in Polarcoordinaten ftlr FP= r, 
LAFP=^d, FH=h, 



l + scosQ' 

Hieraus können folgende Sätze abgeleitet werden. Der Endpunkt V 
der Polarsubtangente liegt auf der Directrix; FP ist das geometrische 
Mittel zwischen PN und Fü*^ die Projection der Normale auf den 
Brennstrahl hat die constante Grösse PS=h, Errichtet man in U auf 
der Normale eine Senkrechte , welche den Brennstrahl in R schneidet 
und legt dann RQ senkrecht zu FR^ so schneidet RQ die Normale im 
Krümmungsmittelpünkte Q, 

5. Es soll die Curve untersucht werden, deren Gleichung ist 
9ay*=(a:— 3a)*ir. 
Die Curve besteht aus zwei congruenten Zweigen , von denen der eine 
durchaus convex, der andere durchaus concav nach unten ist. Der 
erste schneidet die x - Achse im Coordinatenanfang unter einem 
rechten Winkel, hat bei x=a, y= — Ja einen unteren Culminations- 
punkt, schneidet die Abscissenachse bei ir=:a zuca zweiten Male unter 
einem Winkel von 30*^ und steigt dann ins Unendliche. Zur Tan- 
genten - und Normalenconstruction dient die einfache Formel 



5f/?T = 



X — a 
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der Erümmungshalbmesser ist 

(a:+a)* 

was man leicht construiren kann: 



2xsec*Tj 




6. In einem mit dem Radius OA=ia (Fig. 6) beschriebenen Kreise 
wird ein fernerer Radius OL unter dem beliebigen Winkel JOL=(a 
gezogen, L auf OA projicirt, die Projection M wieder auf OL nach N 
projicirt und die Ordinate MP=MN genommen; 
die so construirten Punkte P liegen auf einer 
Curve, welche man entweder durch die beiden 
Gleichungen 

x:=acosto, y=iacos(o sinm 
oder durch die eine Gleichung 

ausdrücken kann. Die Curve besteht aus vier ^ R/U M 
congruenten Theilen und hat die Form einer Schleife (oo ). Der zwi- 
schen den positiven Seiten der Coordinatenachsen liegende Quadrant 
geht unter einem halben rechten Winkel vom Coordinatenanfange 

aus, erreicht bei x^= — =, y = — seinen oberen Culminationspunkt 
j/2 2 

und schneidet die Abscissenachse zum zweiten Male für a?=a unter 
einem rechten Winkel. Der Mittelpunkt ist der einzig vorhandene 
Inflexionspunkt. Um für irgend einen Punkt P die Tangente oder 
Normale zu construiren, nehme man LAOQ=2(o^ ziehe QR-^-OA, 
LS\\OA und PU\\S0',es ist dann P ü die Normale. Für den Krüm- 
mungsradius ergiebt sich 



Q = + 



/(2 a* — 5a*X»+4a:*)' 



a*a:(3a* — 20?») ' 
woraus für den Scheitel A und für den Culminationspunkt sehr einfache 
Werthe folgen. 

7. Ueber dem Durchmesser A B=2a (Fig. 7) ist ein Kreis be- 
schrieben und durch dessen 
Mittelpunkt C ein zweiter 
Durchmesser senkrecht zu AB 
gelegt. Irgend ein beliebiger 
Punkt M des Kreises wird auf 
beide Durchmesser projicirt, 
wodurch die Punkte L und N 
entstehen, endlich zieht man ^ 
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die Gerade AN^ welche der nöthigenfalls verlängerten LM m P be- 
gegnet. Alle hiemach construirten Punkte P liegen in einer Curve, 
welche flir CL=^x^ LP=^y durch die Gleichung 

repräsentirt*wird. Die Curve besteht aus zwei congruenten, über und 
unter A B liegenden Theilen, die in A und B zusammentreffen und eine 
geschlossene blattähnliche Figur bilden. Der obere Zweig berührt 
AB m A mit convexer Krümmung, hat bei j:=— j(^3 — l)a einen 
Wendepunkt, geht unter dem Winkel von 45^ durch Z>, erreicht bei 
x = ^a seinen oberen Culminationspunkt und schneidet zuletzt AB in 
B unter einem rechten Winkel. Um für irgend einen Curvenpunkt P 
die Tangente zu construiren, nehme man CS=zLB^ ziehe SM und 
dazu in M eine Senkrechte, welche AB vo. J schneidet; TP ist dann 
die Tangente. Für den Krümmungsradius findet man 

^ ' ««(a* + 2«a7-2.T*) ' 

wobei sich das obere Zeichen auf den oberen , das untere auf den un- 
teren Zweig bezieht. 

8. Die Cissoide (Fig. 8). üeber dem Durchmesser ^^=2« 
ist ein Kreis beschrieben und in B eine Tangente an denselben gelegt; 
p. g durch A zieht man eine beliebige Ge- 

rade , welche den Kreis in M^ die Tan- 
gente in iV^ schneidet und nimmt die 
Strecke AP=:M N. Alle so entstan- 
denen Punkte P bilden eine Curve, 
deren Gleichung lautet 

(2a— J?)y*=a:^, 
wobei A als Anfangspunkt rechtwink- 
liger Coordinaten und AB als Ab- 

scissenachse genommen ist. Die Curve 

^ C besteht aus zwei congruenten, über 

und unter der Abscissenachse liegenden Zweigen; der obere Zweig 
geht von A aus, wo er die o:- Achse berührt und steigt mit convexer 
Krümmung ins Unendliche; die Tangente BN ist seine Asymptote. 
Um die Tangente an /^ zu construiren, nehme man AC=^a^ verbinde 
C mit dem Punkte 0, in welchem die Ordinate LP den Kreis schnei- 
det und errichte auf CQ in Q eine Senkrechte , welche die Abscissen- 
achse in J trifft; die Gerade TP ist die gesuchte Tangente. Für den 
Krümmungsradius findet man 
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, a]/x(Sa^ Zxy 



Fig. 9. 



wobei das obere Zeichen dem oberen, das untere dem unteren Zweige 
entspricht. Die Ordinate i^ des Krümmungsmittelpunktes hat den 
Werth 

welcher eine einfache Construction des Krümmungsmittelpuaktes ge- 
stattet , nachdem die Normale bestimmt worden ist. 

9. lieber dem Durchmesser A B=z2a (Fig. 9) ist ein Kreis be- 
schrieben und in B eine Tangente an denselben gelegt ; durch einen belie- 
bigen Punkt M des Kreises zieht man M L 
senkrecht z\x A By ferner die Gerade AM^ 
welche die Tangente in N schneidet und 
nimmt endlich LPz=:BN, Alle so ent- 
standenen Punkte P bilden eine Curve, 
deren Gleichung für AL=,Xy LP=y ist 

xy^=Aa^{2a-^x). 
Die Curve besteht aus zwei congruenten, 
über und unter der a?- Achse liegenden 
Zweigen, welche die y - Achse zur gemeinschaftlichen Asymptote haben* 
Die Ordinaten des oberen Zweiges nehmen ab von y=co bis ^=0, wo 
die Curve die a?- Achse rechtwinklig schneidet; bei a; = ^ a hat jeder 
Zweig einen Wendepunkt. Um die Tangente an P zu construiren, 
nehme man LQ=ay ziehe QM und darauf in M eine Senkrechte, welche 
der £C- Achse in T begegnet; TP ist die gesuchte Tangente. Für den 
Krümmungshalbmesser ergiebt sich 




9 



= + 



/(4q*+2ga?^--a?*)' 



wobei das obere Zeichen fttr den oberen, das untere für den unteren 
Zweig gilt. 

10. In einem mit dem Radius OA=:a beschriebenen Kreise 
(Fig. 10) sind zwei gegen einander senkrechte feste Durchmesser ge- 
zogen; irgend ein Punkt Q des Kreises wird erst auf OAy dann auf 
OQ und dann wieder auf 0^ projicirt, wodurch der Reihe nach die 
Projectionen 6', Uy M entstehen ; ebenso wird Q nach einander auf By 
OQy OB projicirt, und schliesslich verlängert man MU und iVTbis 
zu ihrem Durchschnitte P. Setzt man* LAOQz=o)^ OMz=zXy N^tfy 
so gelten die Gleichungen 
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Xz=iaco^t 



y=:a stnr m , 



aus. welchen folgt 



a;* + y*=:J 



Fig. 10. 




oder in rationaler Form 

Die Curve besteht aus vier congruenten Theilen, welche zusammen 
eine sternförmige Figur bilden. Der zwischen 
den positiven Theilen der Coordinatenachsen 
liegende Quadrant geht von /?, wo er die 
Ordinatenachse berührt, bis ^, wo er die Ab- 
scissenachse berührt; er fällt mit convexer 
Krümmung. Femer liegen die drei Punkte 
.S, F, rin einer Geraden, welche die Curve in 
P berührt und die constante Länge S T= a be- 
sitzt; die Gerade ?Q ist die Normale der Curve 
im Punkte P\ der Krümmungshalbmesser ist 

das Dreifache von PQ. 

11. DieCardiode (Fig. 11). In einem über dem Durchmesser 
A B=^2a beschriebenen Kreise sind Sehnen AN gezogen, welche durch 
den festen Punkt A gehen, und auf jeder Sehne wird von A' aus, immer 
nach derselben Seite hin, der Durchmesser 
NPz=AB abgeschnitten. Nimmt man A als 
Coordinatenanfang, AB als Abscissenachse 
und setzt AP = r^ LBAP=zdj so ist die 
Gleichung der Curve in Polarcoordinaten 

r = 2a(l + co50) 
und in rechtwinkligen Coordinaten 

Die Curve wird durch die Abscissenachse in 
zwei congruente Theile getheilt. Der obere Zweig geht von A, wo er 
die a;- Achse berührt, mit concaver Krümmung aufwärts, erreicht bei 

6=^7r, x=zZacos^n, y=iZasin^7i 

seinen oberen Culminationspunkt und schneidet zuletzt die Abscissen- 
achse rechtwinklig im Punkte a;=;4a, 2/=0. Behufs der Normalen- 
construction zieht man die zu AN senkrechte Kreissehne AQ; es ist 
dann PQ die Normale. Diese schneidet den Kreis AN B m einem 
Punkte jB, dessen Radius CR\\AP, und wobei AR=:PB isf. Der 
Krümmungsradius für P beträgt zwei Drittheile von PQ. 



Fig. 11. 
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12. Die Lemniscate (Fig. 12). Mit dem Radius OA^a ist 
ein Kreis und über A als Durchmesser ein zweiter Kreis beschrieben. 
Nach einem beliebigen Punkte L des ersten Kreises zieht man den Ra- 
dius L , nimmt arc L M ^is. 12. 

z=zarcALy legt durch M . ^- -^^ 

senkrecht zu OA eine Ge- 
rade, Welche den zweiten 
Kreis in N schneidet und 
trägt auf Oi- die Strecke 
OP==:0N ab. Wählt man 
zum Anfang, ^ als Ab- 
scissenachse eines recht- 
winkligen Coordinatensy- 
stems und setzt noch P= r, 
Lag P=: Ö, so hat man flir 
die Curve der Punkte P in 
Polarcoordinaten die Gleichung 

und in rechtwinkligen Coordinaten 

Auf der Abscissenachse mögen femer die Punkte F und G so bestimmt 

d 
sein, dass OFz=zOG^= — = ist: die Punkte Fund G heissen die Brenn- 

punkte der Lemniscate ; die beiden Brennstrahlen eines Lemniscaten- 
punktes P besitzen dann die Eigenschaft FP ,G P^ OF^* 

Die Curve besteht aus vier congruenten Theilen und hat die Ge- 
stalt einer Schleife (oo ). Der zwischen den positiven Seiten der Coor- 
dinatenachsen liegende Quadrant geht unter einem halben rechten Win- 
kel von aus , steigt mit concaver Krümmung , erreicht bei 

seinen oberen Culminationspunkt und schneidet endlich die a;- Achse 
unter einem rechten Winkel bei x = a^ ^=0. Der Mittelpunkt der 
Curve ist ihr einziger Inflexionspunkt. Zur Normalenconstruction 
dient die Bemerkung , dass der Winkel zwischen Normale und Radius- 
vector das Doppelte von 0, also L0PQ = 2d ist. Um die Tangente 
unabhängig von der Normale zu construiren, verlängert man den 
Brennstrahl FP um PP'=FP und errichtet in P' eine Senkrechte auf 



Digitized by VjOOQIC 



74 Die Discussion ebener Curven. 

FP'\ diese Senkrechte schneidet die in G auf dem andern Brennstrahle 
G P errichtete Senkrechte in einem Punkte T, welcher der gesuchten 
Tangente angehört. Nimmt man auf der Normale die Strecke PÖ=«, 
auf dem Radiusvector die Strecke PR=:\a und zieht durch R eine zu 
parallele Gerade, so schneidet letztere die Normale im Krümmungs- 
mittelpunkte S. 

13. Um den Punkt sind mit den Radien A=:a und OB = b 
(Fig. 13) zwei concentrische Kreise beschrieben ; man zieht einen belie- 
big. 31, bigen Halbmesser, welcher den ersten Kreis in 
r^-^^l, X , den zweiten in M schneidet und zieht durch 
, / 1 ^^>^ Z ^ne Parallele zu B, durch M eine Parallele 
I / I ^. zu der auf 0^ senkrechten 0/4. Beide Paralle- 
%. j ^\ len schneiden sich in iV; -endlich trägt man auf 
^Y\^ '^ OL die Strecke OP=:ON ab. Nimmt man 
^^Y^ \ OA als Abscissen-, OB als Ordinatenachse 
^ n\ ^ V"-^' Ia und setzt noch OPz=t, LA0P=.%, so' hat 
"-^^^\ / die Curve der Punkte/* in Polarcoordinaten die 
^"''u Gleichung 

dagegen in rechtwinkligen Coordinaten 

oder auch, wenn.o? und y durch ö ausgedrückt werden, 

yz=zya^ cos^ ö + 6* sin^ . sin 0. 
Zur Abkürzung sei 

man findet dann 



x=zI/A+Bcos2B ,cosdy y=|/^+ßco520 . sin 6^ 
dy Acosd + BcosZd 

dx"^ ~~ Asind+ Bsin^B' 
d^y ^ r(^+3i9'+4^igcQj?20) 
rfS« ^ "" U^m + ^51« 30)' * 
Die Curve besteht aus vier congruenten, um den Mittelpunkt herum- 
liegenden Theilen ; der von den positiven Seiten der Coordinatenachsen 
eingeschlossene Quadrant schneidet A senkrecht in A und B senk- 
recht in B. Im Falle a^6|/2 , hat derselbe nur einen oberen Culmi- 
nationspunkt (ß) und keinen Wendepunkt; ist dagegen a>ft|/2 , so 
wird B zum unteren Culminationspunkt und ausserdem existirt ein 
berer Culminationspunkt an der Stelle 
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tan 6= ^_ , r=--=. 

Zwischen beiden Culminationspunkten liegt ein Wendepunkt bei 

Um die Normale in einem beliebigen Punkte /' zu construiren, bestimme 
man zunächst den festen Punkt F, dessen Abscisse OF=j/a*— b* ist, 
lege durch senkrecht zu P eine Gerade und projicire F auf diese 
Senkrechte so wie auf O /% wodurch man die Punkte ü und V erhält; 
endlich ziehe man V if' \\ Pü ^ m i^t PW die Normale. 

14. Die Cassini'sche Curve. Es sind zwei feste Punkte F 
und G in der Entfernung FG = 2c gegeben, und es wird der geome- 
trische Ort des Pimktes P gesucht, fUr welchen das Rechteck aus FP 
und G P eine constante Fläche =ä* besitzt. Nimmt man den Mittel- 
punkt von FG zum Anfang rechtwinkliger Coordinaten und OF zur 
rr- Achse, so erhält man als Gleichung der Curve 

(x^ + 3^*)' - 2 c« (x* — y') . .: h* - c* 
und in Polarcoordinaten 



r*~~2c*T^cos2d=h* — c 



Aus der ersten Gleichimg findet man 

und daran knüpfen sich folgende Bemerkungen. Für h<ic besteht die 
Curve aus zwei gesonderten Blättern; &Xt h=c geht sie in eine Lem- 
niscate über , deren Halbachse « = j/ 2 . c ist ; für A > c bildet die 
Curve eine Ovalfigur mit den Halbachsen a=)/Ä'+c* und 6=)/ä* — c*. 
Femer gelten die Formeln 

dy ^x (c^—a^ — y*) x (c* — r*} 

d^y_ h* Ä*-c^ + 3c«(j:*-»y») 

Hiemach sind flir ä^/t vier Culminationsr. unkte vorhanden an den 
Stellen 



im Falle c<^Ä<^j/ 2 • c giebt es sechs Culminationspunkte bei 
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37=0, y = + ^Ä' — c* und a?=+ ^^ — ^ , y=^± — , r=c\ 

£, C ^C 

endlich für}/ 2 . c< Ä existiren nur zwei Culminationspunkte bei 
x=0, y = +]/h^-c\ 
Inflexionspunkte sind nur im Falle r<^Ä<^^2 ,c vorhanden 
und zwar gelten für deren Coordinaten die Gleichungen 



Zur Normalenconstruction eignet sich am besten die Formel 

worin t/; den Winkel zwischen Normale und Kadiusvector bezeichnet. 
Der Krümmungshalbmesser ist 

_ A^j/p+pj» 2AV» 

15. Es sind gegeben ein fester Punkt F und eine feste Gerade 
DE, gesucht wird der geometrische Ort des Punktes P, für welchen 
das Rechteck aus seinen Abständen YonFxmdD E eine constante Fläche 
besitzt. Nimmt man F zum Coordinatenanfang , die Senkrechte von 
F auf DE zur Abscissenachse, setzt die Länge dieser Senkrechten =2c 
und die constante Fläche = Ä* , so hat man 

r= , 

2c— X 

wonach sich die Curve leicht construiren lässt, und ferner 

2_ h^ g_ {h^— 2cx+x^)(h'+2cx^x'^) 

^ '~'(2c^xy ""^ (2c-xy * 

Für Ä<^c schneidet die Curve viermal die Abscissenachse in den Ent- 
fernungen 

sie besteht dann aus einem blattförmig geschlossenen Theile und aus 
zwei ins Unendliche gehenden Zweigen, deren gemeinschaftliche 
Asymptote die Gerade D E ist. Im Falle ä=c reduciren sich jene vier 
Durchschnitte auf drei und die Curve bildet dann eine Schlinge um F; 
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für Ä > c existiren nur noch zwei Durchschnitte , denen zwei Zweige 
entsprechen. Die Abscissenachse theilt in allen Fällen die Curve in 
zwei congruente Theile. 
Man findet weiter 



dx i^ic — xf 
oder wenn zur Abkürzung 

-7X == m und = i 

gesetzt wird 

^dx (^' I 

Nach bekannten algebraischen Lehren hat nun die Gleichung 

I* — 2wJ+m=0 
für m>^^ zwei reelle, von einander verschiedene Wurzeln und zwei 
complexe Wurzeln , für m = ^^ werden die beiden reellen Wurzeln 
identisch, für w<^^lj sind alle Wurzeln imaginär. Derjenige Zweig 
der Curve, welcher durch die Gleichung 



. T/h^—x*(2c — xY 
^ 2c — a: 

ausgedrückt wird , kann daher höchstens zwei Cuhninationspunkte be- 
sitzen. Ist nun erstens ä < c , mithin m >► 1 , und wird 
dy h' 

gesetzt, so ergiebt sich 

qp (a.) =-2 (^y /^J=Ä' <0 , <p («.)=+ 2 (^ J /c«:!*"« > ; 

die Abscisse des ersten Culminationspunktes liegt demnach zwischen 
und ^ r , die des zweiten zwischen a, und öj ; der letzteren entspricht 
aber kein reelles y , es existirt daher in dem oberen Curvenzweige nur 
ein (oberer) Culminationspunkt. 

Für den Fall ä=c wird einfacher 

dy c'— 7c*a: + 5ca;*— a:' 
dx (2c— xY -/? + 2cX'-'a^ ' 
woraus sich für den oberen Zweig ein einziger Culminationspunkt er- 
giebt an der Stelle a?=»0, 16071 . c. 
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Ist drittens A >r, so müssen die drei Unterfölle 

unl erschieden werden. Im ersten Falle zeigen die Wertlie von g)(0), 
q>(^c) und 7>(^), dass der obere Curvenzweig zwei Culminationspunkte 
besitzt, von denen der obere zwischen und \ c , der untere zwischen 
^ c und c liegt. Im zweiten Unterfalle wird 



y 



dx 16(2c— ic)' 



und dann zieh^ sich die beiden vorigen Culminationspunkte zu einem 
Punkte zusammen, in welchem zwar die Tangente horizontal liegt, 
der aber kein Culminationspunkt ist, weil der Differentialquotient sein 
Zeichen nicht wechselt. Im letzten Falle sind gar keine Culminations- 
punkte vorhanden. 

Weiter erhält man 

^ dx^ (2r— o:)« (2c— x)* [2c— xf (2c— a:)* 

^.8c*— Ä* — 24t'a:+30c*a:«— 16ca;'+3J?* 
= — 2 fr ; 

[2c-^xf 

oder unter Benutzung der früheren Zeichen 

Die Gleichung 

J*_6m|*+8m§_3m=0 

besitzt jederzeit zwei imaginäre Wurzeln, es kann daher die obere 

Hälfte der Curve höchstens zwei Inflexionspunkte haben. Ist nun 

erstens ä<^c, so liegt der eine Inflexionspunkt zwischen rf3und2c, 

der andere zwischen 2 c und a^. Im Falle Ä=c wird einfacher 

(f V ,^ 7c — 3a: 
\ = —2h^ 



dx^ y[(^J^2cx^xy ' 

und es existirt dann im oberen Zweige der Curve nur ein Inflexions- 
punkt an der Stelle 

legt man im Punkte iF=c, y=0 eine Tangente an die Curve, so geht 
diese Tangente durch den Inflexionspunkt. Im letztenFalle ä > c liegt 
ein Wendepunkt zwischen und 2 c , der andere zwischen 2 c und a^. 

Zur Normalenconstruction eignet sich am besten die Formel 

dy r* 



dx 2c — o: 
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16. Die Conchoide. Eine Gerade AB und ein um die Strecke 
AC^h davon entfernter Punkt C sind gegeben (Fig. 14); man ver- 
bindet den letzteren mit beliebigen Punkten N der Greraden und schnei- 
det von 19 aus auf beiden Seiten von NC p. ^^ 
die gleichen Strecken NP=NO=:a ab. 
Die so entstehende Curve besitzt zwei 
Zweige; für den oberen ist, wenn LACN 
=5 OD gesetzt wird , 

x=btanoii'\-asin&iy y=+aco5(ö, 
fiir den unteren 

x=:btanoo — asin<a^ y= — acoS(Oj 
woraus für beide Zweige die gemeinsame Curvengleichung folgt 

Hiemach ergeben sich die Differentialquotienten 
dy xy^ 

^ _ flV(y'+36y' — 26<'6) 

Die Punkte ip=0, y =+rt und ic = 0, y=^ — a sind die Culminations- 
punkte der Curve; die Abscissenachse ist Asymptote derselben. Die 
cubische Gleichung 

y»+36y*— 2a*6=0 

bestimmt die Ordinaten der Inflexionspunkte , wobei zu beachten ist, 
dass diese Punkte nur dann existiren, wenn die Wuf zeln der vorstehen- 
den Gleichung reell und zugleich zwischen —a und +« enthalten sind. 
Für ft>a findet man zwei derartige y, für b^a nur eines; demnach 
besitzt die Curve vier Inflexionspunkte, wenn b^a ist; ausserdem nur 
zwei. Für 6 = « entsteht bei C eine Spitze, für 6<rt hat eine Curve 
eine um C herumgehende Schlinge. 

§. 16. 
Fortsetzimg. (Transcendente Carven.) 

1. Die logarithmische Linie hat zur Gleichung 

y=:be** oder a:=a/|-~-j; 

drei oder mehreren in arithmetischer Progression stehenden Abscissen 
entsprechen hiernach Ordinaten, welche eine geometrische Progression 



Digitized by VjOOQIC 



80 Die Discussion ebener Curven. 

bilden, und zufolge dieser Eigenschaft können aus dem Coordinaten- 
paar ,r=0, y =b^ a: = a, y=.be beliebig viele weitere Coordinaten 
durch Construction abgeleitet werden. Die Curve steigt fortwährend 
mit convexer Krümmung ; die Subtangente ist constant = a, der Krüm- 
mungsradius 

2. Die öewölblinie entsteht, wenn man die beiden symme- 
trisch entgegengesetzt liegenden logarithmischen Linien 

^, e , yi=oe 
construirt und zwischen jedem y, und y^ das arithmetische Mittel auf- 
sucht; die Gleichung der Gewölblinie lautet denmach 



oder auch 






Die Curve wird von der y- Achse in zwei congruente Theile getheilt, 
von welchen der über der positiven a?- Achse liegende Zweig fortwäh- 
rend mit convexer Krümmung steigt. Mittelst der Formel 

dx~^ a 
ist die Tangente im Punkte xy leicht zu construiren; für den Krüm- 
mungshalbmesser hat man 

Im speciellen Falle b = a führt die Curve den Namen Ketten- 
linie; der Krümmungsradius ist dann gleich und entgegengesetzt der 
Normale. 

3. Die reciproke logarithmische Linie hat zur Gleichung 

a 

y =:be^ oder x= 



ii) 



drei in harmonischer Proportion stehenden Abscissen entsprechen hier- 
nach drei in geometrischer Proportion stehende Ordinaten, und zu- 
folge dieser Eigenschaft können aus dem Coordinatenpaar a;=0, y=ft 
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x = a^y = be beliebig viele Coordinaten durch Construction hergelei- 
tet werden. Den negativen Abscissen von x=—cc bis x=0 ent- 
spricht ein Curvenzweig, der von einer in der Höhe b parallel zur 
o;- Achse liegenden Asymptote bis zum Coordinatenanfange herabsteigt 



und an der Stelle Xz 



ab ^ 

— , y=-r von concaver zu convexer Krüm- 
2 e* 



mung übergeht. An der Stelle x=zO springt y von nach +oo über, 
nachher föllt die Curve mit eonvexer Krümmung und nähert sich der- 
selben Asymptote , wie der vorige Zweig. 
Um die Tangente im Punkte P zu con- 
struiren (Fig. 15 , nehme man auf der 
Ordinatenachse OA = a^ lege durch senk- 
recht zu AM eine Gerade, welche die Or- 
dinate M Pin S schneidel, so ist MS=M T 
die Subtangente. Der Krümmungsradius ist 

a(fi+'ZX}.i*y' 

4. Die Gleichung einer Curve sei 




y'=-'/($). 



wobei man beachten möge, dass die Functionen /(:*) und 2lz zwar für 
positive, nicht aber für negative z identisch sind. Der Coordinaten- 
anfang ist der Mittelpunkt der Curve , welche aus vier congruenten 
Quadranten besteht. Bei rächtet man nur den zwischen den positiven 
Seiten der Coordinatenachsen liegenden Quadranten, so findet' sich, 
dass derselbe mit a? = rt, y = beginnt, anfangs mit concaver Krüm- 
mung, von x~yz=:a]/e ab mit convexer Krümmung steigt und ins 



Fig. 16.'* 



Unendliche geht. Um die Tangente in einem 
Curvenpunkte P zu construiren (Fig. 16), fällt 
man vom Abscissenendpunkte M eine Senk- 
rechte M S auf den Radiusvector P und legt 
noch ST-^OX-, es ist dann MT die Subtan- 
gente. Für den Krümmungsradius ergiebt 
sich, wenn u die Normale im Punkte P be- 
zeichnet , 

hieraus folgt eine einfache Construction des Krümmungsmittelpunktes. 




-M 



Schlö Tili Ich, Uebung-febuch. 
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5. Die logarithmische Lemniscate. Es sei 

SO besteht die Curve aus vier congruenten um den Coordinatenanfang 
herum liegenden Quadranten. Der zwischen positiven Coordinaten- 
achsen befindliche Quadrant geht vom Coordinatenanfange aus *), steigt 
mit concaver Krümmung bis zu dem oberen Culminationspunkte 

jr=y=-— r, fällt dann bis a:=a, y=0 und 

y e 

wird für x^ a imaginär ; in beiden Durch- 
schnitten mit der x - Achse steht die Curve 
senkrecht auf dieser Achse. Der Mittelpunkt 
ist der einzige Wendepunkt. Um die Tangente 
im Punkte P zu construiren, legt man durch den 
Abscissenendpunkt M sÄikrecht zum Eadius- 
vector P (Fig. 17) eine Gerade MN^ welche die Ordinatenachse in 
N schneidet j NP ist dann die Tangente. Bezeichnet n die Normale 
im Punkte P, so ergiebt sich 



S 







Fig. 17. 


P,-^ 







M 



woraus eine einfache Construction des Krümmungsmittelpunktes folgt. 



*) Man kann hierbei folgende Bemerkung zu Hülfe nehmen. Für a <^ h 
ist bekanntlich (S. 3) 

Jm — /jw» 



b — a 



mithin für «=1, 6 = 1h , 



(-i) 



-1>: 



und durch üebergang zur Grenze für u'nendlich wachsende m 

e^ — 1 > s folglich c- •;> z. 

Setzt man \l(o^ wo co mehr als die Einheit betragen muss, und qua- 
drirt, so erhält man 

'oder 



0} "^/flj' 



l(o 



daraus geht hervor, dass — bei unendlich wachsenden (o gegen die Null 
convergirt. 
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6. Die Tractorie der Geraden. Durch die beiden Glei- 
chungen 

oder durch die eine Gleichung 



Fig. 18. 



wird eine Curve von folgenden Eigenschaften bestimmt. Die Curve 
besteht aus vier congruenten um den Coordinatenanfang herum liegen- 
den Quadranten. Der zwischen den positiven Seiten der Coordinaten- 
achsen enthaltene Quadrant beginnt mit a:=0, y=fiy 
Wlt unausgesetzt mit convexer Krümmung und hat 
die X - Achse zur Asymptote. Es ist ferner 

und hieraus folgt, dass die Tangente PT (Fig. 18) 
die constante Länge n besitzt. Für den Krüm- 
mungshalbmesser findet man 

a}/a^—y^. 



/ 



Js\. 



Q-- 



y 



Fig. 19. 



errichtet man in 7' eine Senkrechte auf der a:- Achse, so schneidet diese 
Senkrechte die Normale im Krümmungsmittelpunkte Q, 

7. Die Spirale des Archimedes ist diejenige Curve, bei 
welcher der Radiusvector r proportional dem Polarwinkel wächst. 
Um diese Spirale zu construiren, muss 
man zunächst ihren erzeugenden Kreis 
rectificiren , was entweder mittelst eines 
Massstabes , oder auf folgendem graphi- 
schen Wege geschehen kann (Fig. 19). 
Ist AB=i2a der Durchmesser, C der 
Mittelpunkt des Kreises , so legt man in 
B eine Tangente an den Kreis, construirt 
mit ungeänderter Zirkelöffnung den Win- 
kel BCE=.Z(i^, die Gerade BFz=a.tanm^ und nimmt FG = 3a; es 
ist dann 




a 



AG=:a 7/13^— /l2=a .3,141533 • 



also mit einer für graphische Zwecke völlig ausreichenden Genauigkeit 
AG=a,7c— dem Halbkreise ABB, Theilt man sowohl den Halbkreis 

6* 
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als die Grerade in gleichviel gleiche Theile , z. B. in 6 , oder 12 , oder 
24 Theile, was aus naheliegenden Gründen sehr bequem ist, so ent- 
stehen beiderseits gleiche Stücke, wie z. B. arcBD=GH. In Fig. 20 
Pig 20. ^®^ ^^^ wieder OA=a und die Pe- 
ripherie des um mit dem Radius 
a beschriebenen Kreises eben so wie 
vorhin getheilt; nach den Theil- 
punkten zieht man die Radien und 
trägt auf letztere, vom Mittelpunkte 
aus, die entsprechenden gerad- 
linigen Strecken auf, so dass immer P=za7c A ist. Die Gleichung 
der Spirale ist hiemach . 

r = ad oder -^ = tow'-— -^-. 
X a 

Vom Coordinatenanfange ausgehend, macht die Spirale unendlich viele, 
sich mehr und mehr erweiternde Windungen ; sie besitzt daher unend- 
lich viele Culminationspunkte , deren Polarwinkel durch die Wurzeln 
der transcendenten Gleichung 

ia?id= — 
bestimmt werden. Die Polarsubnormale hat die constante Grösse ö; 
legt man demnach senkrecht zum Vector P den Kreisradius Ä , so 
ist PR die Normale ftir den Punkt P. Der Krümmungshalbmesser ist 

_ u^ 

worin u die Polamormale PR bezeichnet. 

8. Die hyperbolische Spirale. Diese Curve hat zur Gleichung 

a 

und lässt sich auf ähnliche Weise, wie die Spirale des Archimedes con- 
struiren. Für 0=0 wird r=co und zugleich geht y = rsind in a 
über ; bei wachsenden nimmt r ab. Die hyperbolische Spirale be- 
sitzt demnach eine Asymptote, welche in der Entfernung a parallel 
zur Polarachse liegt ; sie macht ferner unendlich viele , sich mehr und 
mehr verengernde Windungen; der Coordinatenanfang ist ein asymp- 
totischer Punkt der Curve. Culminationspunkte sind, wie bei der 
vorigen Curve, an den Stellen vorhanden, wo lanQ^—Q wird. Die 
Polarsubtangente hat den constanten Werth — ör, was eine einfache 
Tangontenconstruction giebt. Bezeichnet u die Polarnormale , so ist 
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9. Die parabolische Spirale hat zur Gleichung 

und kann wegen r=jK«.«ö auf ähnliche Weise wie die Spirale des 
Archimedes construirt werden. Sie macht vom Coordinatenanfang 
aus sowohl nach rechts wie nach links imendlich viele sich erwei- 
ternde Windungen, deren Culminationspunkte durch die transcen- 
dente Gleichung 

bestimmt werden. Die Polarsubnormale ist nach der Formel 

2r 
leicht zu'construiren; zwischen der Polarnormale u und dem Krtim- 
mungsradius besteht die Relation 



10. Die reeiproke parabolische Spirale (Lituus). Als 
Gleichung der Curve hat man 

' 
welcher Ausdruck leicht zu construiren ist. Für = wird r=Qo, 
dagegen 2/=0; bei wachsenden nimmt r ab. Die Curve macht da- 
her , und zwar nach entgegengesetzten Seiten hin , unendlich viele sich 
verengernde Windungen ; die Polarachse ist ihre Asymptote , der Pol 
ihr asymptotischer Punkt. Culminationspunkte sind an den Stellen 
vorhanden, wo to«0=— 2 wird. Ferner besitzt die Curve zwei 
Inflexionspunkte für = ^ = ar^ 28 « 38' 52" 4 und r = + / i". a. Die 
Polarsubtangente bestimmt sich durch die leicht construirbare Formel 

r^ ^ 

r r ' 

zwischen der Polarnormale u und dem Krümmungsradius besteht die 
Relation 

11. Die logarithmische Spirale. Aus der Gleichung der 
Curve nämlich 

r=aePö oder 0=^/(-^) 

folgt, dass die Vectoren in geometrischer Progression wachsen, wenn 
die Polarwinkel eine arithmetische Progression bilden; sind demnach 
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Fig. 21. 




zwei Punkte der Curve bekannt, z. B. A mit den Coordinaten 0=0, 
r=a und B mit den Coordinaten = 7c, r=ö, so lassen sich durch 
Construction beliebig viele Curvenpunkte bestimmen. Den von bis 

+ Qo wachsenden entsprechen unend- 
lich viele, sich fortwährend erweiternde 
Windungen, den Werthen von 0=0 bis 
0=— QO unendlich viele immer enger 
werdende Windungen, die sich dem 
Coordinatenanfange als asymptotischem 
Punkte nähern. So oft cotd = — ß 
wird, treten Culminationspunkte ein. Der Winkel OFT zwischen 
Radiusvector und Tangente (Fig. 21) hat immer dieselbe Grösse, 
nämlich arc cot ß ; der Krümmungshalbmesser ist gleich der Polar- 
normale PU. 

12. Die Kreisevolvente. (Fig. 22). An einem, mit dem Ra- 
dius OA=a beschriebenen Kreis ist in einem beliebigen Punkte M 
eine Tangente gelegt und auf derselben eine 
Strecke yj/P abgeschnitten, welche gleich ist dem 
Kreisbogen zwischen M und einem festen Punkte 
A; alle so construirten Punkte P bilden eine 
Curve, welche sich für LAOM=o) folgender- 
massen ausdrücken lässt 



Fig. 22. 




oder 



« ^1 + ca^ , 6 = OD — arctan t 
j/r 







arc cos — 

;• 



Die Curve gehört zu den Spiralen , insofern sie unendlich viele , sich 
fortwährend erweiternde Windungen um herum macht. Die Kreis- 
tangente MP ist zugleich die Normale und der Krümmungshalbmesser 
der Curve. Nimmt man in den vorigen Formeln die Wurzeln nega- 
tiv, so erhält man den zweiten Zweig der Curve, welcher dem ersten 
symmetrisch entgegengesetzt liegt. 

13. Die Tractorie des Kreises (Fig. 23). Es sei A ein 
fester, M ein beliebiger Punkt eines mit dem Radius OA^=a beschrie- 
benen Kreises; durch M ist eine Tangente an den Kreis gelegt, auf 
dieser MN=arcAM genommen und schliesslich auf OiV die Senkrechte 
MP gefönt; alle so construirten Punkte P bilden eine Curve, welche 
.sich für LAOM=i(o folgendermassen ausdrücken lässt 
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oder 



r = — ir. ~ .^ , = 0) — arctan o 



e= 



- ' arc cos — 

7' a 



Die Curve macht von A aus unendlicli viele , sich fortwährend ver- 
engernde Windungen um den 



Coordinatenanfang, welcher der 
asymptotische Punkt der Curve 
ist; sie besitzt ferner einen In- 
flexionspunkt I an der Stelle 



Fig. 23. 



=1, r== 



V2 



« = 1- — , 




welchen man leicht mittelst der ( 

Bemerkung construiren kann, \ 

dass ngherungsweise 

, tan 1 = tan 57 ° 17' 44". 8 = f f 

ist, wobei der begangene Fehler weniger als 2 Secunden beträgt. Die 
Polartangente PT hat die constante Länge «; der Durchschnitt von 
MO mit der Normale ist der Krümmungsmittelpunkt Q. Nimmt man 
in den obigen Formeln die Wurzelgrössen negativ , so erhält man einen 
zweiten Curvenzweig, welclior dem ersten symmetrisch entgegenge- 
setzt liegt. 

14. Die Cyclo ide (Fig. 24). Wenn ein Kreis auf einer Gera- 
den fortrollt , ohne zu gleiten , so beschreibt ein Peripheriepunkt des 
Kreises die genannte Curve. Es sei 
AB die gegebene Gerade, NPT der 
rollende Kreis in einer seiner La- 
gen, wo er ^ 5 in iV berührt, P der- 
jenige Punkt des Kreises, welcher die 
Curve beschreibt und welcher sich zu 
Anfange der Bewegung in A befunden 
haben möge ; es ist dann A N=arc NP, 
Um die Curve zu construiren, braucht 
man den Kreis nur in seiner mittel- 
sten, einer halben Umdrehung entsprechenden Lage zu zeichnen, so 
dass AB gleich der halben Kreisperipherie AP'B ist; man wählt 
dann arc Bf willkürlich, nimmt A N==:arc B P\ zieht durch P' eine 



Fig. 24. 
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Parallele , durch N eine Senkrechte zm AB und trägt von dem Durch- 
schnitte R beider Linien die Strecke R P— R' P"' d,h. Nimmt man A 
zum Anfang rechtwinkliger Coordinaten , A ß zur Abscissenachse, 
setzt den Kreisradius M P=b und den sogenannten Wälzungswinkel 
PMN=a}^ so erhält man 

a:=6(Q) — sinoai), y=b{i — coso)) 
oder 

x=:b Arccos — V2hy—y^, 



wobei überhaupt Are cos z irgend einen der Bögen bezeichnet, welche 

z zum Cosinus haben. Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Werthe 

d y sin m 

-— = =COt},0), 

dx 1 — cosca 
d^y b b 



dx^ (1 — cos (oy 4 sifi^ \ (o' 

Die Curve besteht aus unendlich vielen congruenten Zügen, welche die 
Abscissenachse in den Punkten .x=0, j+27c6, _+47r6, HhöTi.Ä, etc. 
rechtwinklig schneiden und an den Punkten x= + 7cb, +37g^, +bizh^ 
etc., denen immer dieselbe Ordinate 2 b entspricht, obere Culminations- 
pimkte besitzen; Inflexionspunkte sind nicht vorhanden. Zieht man 
noch den Durchmesser NM J, so ist PT die Tangente, PN die Nor- 
male der Curve; der Krümmungsradius PQ beträgt das Doppelte der 
Normale PN, 

15. Die gedehnte und die verschlungene Cycloide 
(Fig. 25). Wie bei der vorigen Aufgabe denke man sich einen Kreis 
auf einer Geraden rollend , nehme aber als be- 
schreibenden Punkt einen nicht auf der Kreis- 
peripherie liegenden Punkt, dessen Abstand 
vom Kreismittelpunkte =^c heissen möge. Die 
Anfangslage des Kreises sei diejenige, bei wel- 
cher die Verbindungslinie des Kreismittelpunk- 
r^ ^ tes und des beschreibenden Punktes A senk- 

recht auf der gegebenen Geraden steht und der Abstand des beschrei- 
benden Punktes von dieser Geraden am kleinsten ist; die Basis neh- 
men wir zur Abscissenachse , ihren Durchschnitt mit C A zum Coordi- 
natenanfang. Es gelten dann folgende Gleichungen 
x=ibco — csincdy y^=b — ccoscoy 
dy csincü dF y ^_c(b cos q> — c) 

dx b — ccoso)' dx^ {b — ccostof^ 
bei deren Discussion zwei Fälle unterschieden werden müssen. 




Digitized by VjOOQIC 



Die Discussion ebener Curven. 



89 



Ist nämlich c<^ b wie in Fig. 25, so lieisst die Curve eine ge- 
dehnte Cycloide. Dieselbe schneidet die Abscissenachse nicht -und 
besitzt an den Stellen x=0, ;j^Tcb, 4i27i6,_+37c6, etc. Culmina- 
tionspunkte, welche abwechselnd untere und obere Culminationspunkte 
sind ; dazwischen liegen Inflexionspunkte, deren co durch die Gleichung 

/• 
cos(o=— bestimmt werden, deren Abscissen mithin sind 



x = b Arccos- 



:]/b^—c^ 



Im Falle c >6 heisst die Curve eine verschlungene Cycloide. 
Sie schneidet die Abscissenachse unendlich vielmal an den Stellen , wo 

cos(o= — wird : sie besitzt ferner untere und obere Culminationspunkte 
c 

an denselben Stellen, wie die gedehnte Cycloide, dagegen sind In- 
flexionspunkte im eigentlichen Sinne nicht vorhanden. Für beide 
Cycloiden ist PN die Normale; bezeichnet man sie mit w, so hat man 
für den Krümmungshalbmesser die Formel 

t^ 

^ "~ c (6 cos ca — c) ' 

welche leicht geometrisch construirt werden kann. 

16. DieEpicycloiden. Auf der Aussenseite eines unbeweg- 
lichen, mit dem Radius 0.4 =a beschriebenen Kreises (Fig. 26) rolle 
ein mit dem Halbmesser b construirter Kreis ; irgend ein Peripherie- 
punkt P des letzteren Kreises beschreibt dann 
eine Epicycloide. Den Anfang der Bewegung 
denken wir uns so, dass der beschreibende Punkt 
mit dem Berührungspunkte A beider Kreise zu- 
sammenföUt ; nennen wir für irgend eine spätere 
Lage N den Berührungspunkt beider Kreise, so 
ist immer arcAN=:arcNI\ Die Construction 
der Curve kommt daher in der Hauptsache dar- 
auf zurück, derartige gleiche Bögen zu finden. 
Wenn die beiden Kreishalbmesser in rationalem 
Verhältnisse stehen, so erreicht man dies leicht 
dadurch, dass man zwei ganze Zahlen m und // 
wählt , die sich wie a zu b verhalten und nachher den ruhenden Kreic 
in m - , den beweglichen Kreis in n - Theile thdilt. So ist in Fig. 21 a\b 
=3:2, w=12, n=8, mithin arc^^, d. h. V^g der Peripherie des ersten 



Fig. 26. 
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Kreises, =arcdF== ^ der Peripherie des zweiten, ebenso arcAN 
= 2 . arc AH =2. arc AF=^ arc N P, Bei einem irrationalen Verhält- 
nisse von a:b ist es für graphische Zwecke hinreichend, statt jenes 

Verhältnisses ein nahekommendes ratio- 
nales Verhältniss zu setzen, welches man 
durch Abkürzung des unendlichen De- 

cimalbruches für — - oder besser durch 



Kettenbrüche erhält ; so würde man im 

Falle — = /2 entweder m = 14, w= 10, 

oder genauer m=17, w = 12 nehmen. 
Ein anderes Näherungsverfahren ist fol- 
gendes. Auf dem kleineren der beiden 
Kreise, welcher in Fig. 27 der rollende 
Kreis ist, nehme man den Bogen A F will- 
kürlich, jedoch höchstens gleich einem 
Achtel der Peripherie, ferner A D gleich 
dem dreifachen Eadius AC und ziehe 
D F, welche Gerade die durch A gelegte 
Kreistangente in G schneidet; die Strecke AG kommt dann dem Bo- 
gen AF sehr nahe und lässt sich nun wieder auf den andern Kreis 
übertragen , indem man A E= Z.AO nimmt und die Gerade EG zieht, 
welche von dem zweiten Kreise den Bogen AH= AG=AF abschnei- 
det*). Hat man nach der einen oder andern Methode die gleichen Bö- 
gen AH und AF construirt, so nimmt man auf der Peripherie des 
ruhenden Kreises arc ^iV gleich einem beliebigen Vielfachen von arcAH^ 
zieht ONM=a'\-by beschreibt aus M mit dem Radius b einen Kreis- 
bogen NPy welcher das Gleichvielfache von arc ^i^ ist; man kann auf 
diese Weise beliebig viele Curvenpunkte P construiren. 

Wählt man zum Anfang rechtwinkliger Coordinaten , A zur 
Ordinatenachse und setzt den Wälzungswinkel NMP^oo^ so führt die 

Bemerkung, dass in Fig. 26 LAON^— und LPMR^(a+ — 

a a 

ist, zu folgenden Gleichungen 




bco 



o; = (a + 6) sin b sin 

a 

yz=(a'\-b)cos bcos 



(a+ö)© 
{a + b)(o 



*) Vergl. die Aufgabe No. 10, in §. 41. 
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Ebenso findet man die Gleichungen der gedehnten und der 
verschlungenen Epicycloide. Ist nämlich die Entfernung des 
beschreibenden Punktes P vom Mittelpunkte 
M des rollenden Kreises nicht = b , sondern 
=r, so ergeben sich die Gleichungen (Fig. 28) 

, , .. . Äo) . (rt + 6)a) 

X = in + b) sin c stn - , 

a a 

f t v\ *<ö (rt + 6)ül 

a a 

wobei c<^b einer gedehnten, c>6 einer ver- 
schlungenen Epicycloide entspricht. Hieraus 
folgen die Werthe 




dx 



. . bta (a-\-b)co 

bsm csm 

a a 



b(o ♦ 

a sin X 

a 

bm (rt + Ma)"" ba 

bcos ccos —- — y — acos — 

a a a 

d^y ^ b^+{a^b)c^'-{a + 'l b)bccos(o 
_ _ - ^ _^ , 

{a '\-b){bcos c cos • I 



^^^-TJT^ 



{a + b) /(/>« — 2 b ccosfo + c*f 



b {b^—2 bccos © + c') + ac{c — b coso)) 

Die Entfernung OP=-r wird am kleinsten für «=0, +.2 7r, +4 7r, 
+ 6« etc., am grössten fttr ö}= + 7r, +_Zk, ±_hn etc.; die Normale 
im Punkte P geht immer durch den entsprechenden Berührungspunkt 
N beider Kreise. Ein Zeichenwechsel von q tritt ein für 



cosm- 



y^{a + b)c^ 



oder 



wozu entweder 



oder 



tan 



{a + 2b)bc 
b+c' {^+b)J+Ü'' 



b >c> 



b<c 



ä+b 
• a + b 



nothwendig ist. Da die letzte Ungleichung sich selber widerspricht, 
so können Zeicbenwechsel von (>, d. h. Inflexionspunkte , bei der 
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verschlungenen Epicycloide gar nicht., und bei der gedehnten Epicy- 

cloide nur dann vorkommen, wenn c zwischen — .— r und b enthalten 

a + 6 

ist. Die geometrische Bedeutung hiervon ergiebt sich , wenn man von 
aus an den in seiner Anfangslage befindlichen rollenden Kreis die 
Tangente OD legt und von Z> auf OC die Senkrechte DE fällt; der be- 
schreibende Punkt, dessen Anfangslage A ist, muss dann zwischen E 
und D liegen. Aus dem Werthe von q kann man leicht eine Con- 
struction des Krümmungshalbmessers ableiten. 

17. Die Hypocycloiden (Fig. 29). Auf der Innenseite eines 
festen mit dem Halbmesser a beschriebenen Kreises rolle ein beweg- 
licher Kreis mit dem Radius b ; irgend ein Peri- 
pheriepunkt des letzteren Kreises beschreibt dann 
eine Hypocycloide. Liegt der beschreibende 
Punkt nicht in der Entfernung />, sondern in der 
Entfernung c vom Mittelpunkte des beweglichen 
Kreises, so entsteht eine gedehnte oder verschlun- 
gene Hypocycloide, je nachdem c<^b oder c'^ b 
ist, Aus der Figur erhält man leicht für L N MP= a> 

'b)(o 



Fig. 29. 




x^={a — b)stn c stn — 

a 



t/={(t — b)cos ^ccos 



(rt — b)G) 



dieselben Gleichungen entstehen auch , wenn man in den für die Epi- 
cycloiden geltenden Formeln dem b die entgegengesetzte Lage und dem 
G) die entgegengesetzte Drehungsrichtung giebt, also b und © zugleich 
negativ nimmt. Die Entwickelung der übrigen Formeln hat demnach 
keine Schwierigkeit. 

In dem Falle a<^ft, wo sich der grössere Kreis um den kleineren 
herumschwingt, nennen Manche die Curve eine Pericycloide; die 
nicht erheblichen Modificationen , welche die Formeln dann erleiden, 
wird man ohne Mühe finden. 



Digitized by VjOOQIC 



Capitel V. 



Aufgaben über geometrische Orte. 

§. 17. 
Die Evoluten. 

Sind X und y die rechtwinkligen Coordinaten eines Curvenpunktes 
und ist femer zur Abkürzung 

dx"^ ' dx^~^ ' 
so werden die rechtwinkligen Coordinaten | und ri des zugehörigen 
Krümmungsmittelpunktes durch folgende Formeln bestimmt 

§=^ — Y-y\ n^y+^ü-^ 

Alle Krümmungsmittelpunkte bilden zusammen eine Curve, den geo- 
metrischen Ort des Krümmungsmittelpunktes, welche bei ebenen Cur- 
ven die Evolute der ursprünglichen Curve heisst; ihre Grleichung er- 
hält man aus den Formeln für | und r/, wenn man, unter Zuhülfe- 
nahme der zwischen x und y bestehenden ursprünglichen Curvenglei- 
chung, die Variabelen a: und y eliminirt, so dass nur die gesuchte 
Gleichung zwischen § und ri übrig bleibt. 

1. Die Parabel. Aus der Gleichung 

y = y2hx 
folgen die Werthe 

durch Elimination von x ergi'ebt sich als Gleichung der Evolute 

8 a-hy 

•^ "27 h ' 
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oder wenn der Coordinatenanfang im Sinne der positiven | um h ver- 
schoben wird , 

Die Evolute ist demnach eine sogenannte semicubische Parabel. 

2. Die Ellipse. Stellt man die Ellipsengleichung in der ge- 
wöhnlichen Form dar 

(T)'+(i)'=' 

und setzt zur Abkürzung 

so erhält man als Gleichung der Evolute 

(l)'+(7)'- 

oder in rationaler Form 

(j+#-)'+='a)=»- 

3. DieHyperbel. Aus der Mittelpunktsgleichung 

(v)'-(f)*- 



folgt, wenn zur Abkürzung 






a ' "- h 

gesetzt wird, 



&-{^-- 



oder in rationaler Form 



(^-l-)'-"©-»- 



4. DieCissoide. Die Gleichung dieser Curvc, nämlich 
liefert die Werthe 

entnimmt man a? der zweiten Formel und substituirt den erhaltenen 
Ausdruck in die erste, so findet man als Gleichung der Evolute 
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5. Für die Curve, deren Gleichung ist 
gelten die Werthe 

1= ::^ . V=iy-. 



2a 

welche umgekehrt geben 

Beachtet man nun , dass eine Gleichung von der Form 

aJ2.V^ =yv 
nach Wegschaffung der Wurzelgrössen übergeht in 
(w— ö')'+2rt(3M + ö')i;— r«=0, 
so erhält man als Gleichung der Evolute 

. 256a(rt— 2|)«+288«(7a— 6^)??'— 8li/*=0. 

6, DieCardioide lässt sich entweder durch die eine der bei- 
den Gleichungen 

r = 2öf(l + cos0) 
oder auch durch die zwei Gleichungen 

a: = 2a(l +co50Jco50, y = 2«(l + cos0jsm0 
ausdrücken. Die letzteren geben 

§=|a4-|.rt(l — c'os0)ro50, i^=|r/(l — cos0)si»0, 
oder, wenn 

0=;r— 0,, |a-$=gM i? = i/, 
gesetzt wird, 

§, = |rt(l + co50,)co50, , Ty, = f a(l + co50,)Äm0,. 

Die Gleichung der Evolute in rechtwinkligen Coordinaten würde man 
hieraus durch Elimination von 0^ erhalten, man übersieht aber auch 
ohne diese Elimination, dass die Evolute der Cardioide wieder eine 
Cardioide ist. Der Eadius ihres erzeugenden j,. ^ 

Kreises beträgt ^«r, ihr Anfangspunkt A^ liegt 
in der Entfernung ^^, = Ja und die Drehungs- 
richtung der Evolute ist entgegengesetzt der 
Drehungsrichtung der gegebenen Cardioide 
(Fig. 30). 

7. DieLemniscate. Drückt man die Gleichung der Curve in 
Polarcoordinaten aus , nämlich 

r=:a^co520, 
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so hat man die Coordinaten des Krammungsmittelpaiiktes mittelst fol- 
gender Formeln zu bestimmen 

y /» (r* + 7-'* . r' stp 9 + r fo <i 0) 

man erhält 

Als Gleichung der Evolute ergiebt sich hieraos durch Elimination von 6 

(i'+,7(i'-,«)=s^. 

8. Die logarithmische Linie. Von der Gleichung 

jr 

ausgehend, erhält man 

Ir - ' a' -£ 

II b 

jr 

mittelst der zweiten Gleichung kann man e • undx durch ly aasdrüeken 
und nach Substitution dieser Werthe wird aus der ersten Gleichung 

9. Die Kettenlinie, Aus der Gleichung 
folgen die Werthe 

welche geben 

10* Die Traetorie der Geraden. Mittelst der Gleichung 



«rliSlt man di« Werthe 
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mithm durch Elimination von y 



oder 






die Evolute ist aluo die Eettenlinie. 

11. Die logarithmische Spirale. Die Gleichung 

liefert, wenn | und ri durch Polarcoordinaten ausgedrückt werden, 

l=^aße^^sinQ, ri:=aßeP^ cosd. 

Um auch die Gleichung der Evolute in Polarcoordinaten zu haben , sei 

g=7?ro.9r, ri=Pstnx; 
es ergiebt sich dann 

wird noch t=g)+ Jtt gesetzt, so folgt, dass die Evolute der logarith- 
mischen Spirale wieder eine logarithmische Spirale ist, bei welcher 
a ß statt a eintritt. 

12. Die Cycloiden. Für die gemeine Cycloide gelten die 
Gleichungen 

a:=6(o)— Ämw), y = fe(l — cos©), 

aus welchen man erhält 

|=6((o + 5ino)), rj= — 6(1 — cosw). 
Verlegt man das Coordinatensystem , indem man 

und ausserdem a) = n:— co, setzt, so gelangt man zu den neuen Glei- 
chungen 

|,=6(q>, — smo),), ij,=6(l — cos«,), 

welche zeigen, dass die Evolute mit der ursprünglichen Cycloide iden- 
tisch und nur der Lage nach von ihr verschieden ist. 

Für die Epicycloide hat man 

r i L\ • ^^ . . (rt + fe)a) 

x=(a + b)stn bsm ^^— , 

^ r^ fl a 

. , ,. b(a , (a+ö)© 

t/=^(a + b)cos bcos '^— 

^ a a 

und erhält aus denselben 

Schlo milch, Uebungsbuch. 'J 
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^ a(a+b) . bfo . ab . (a+b)m 

ä= — '-r~i stn ; — - sm ^ , 

^ a+2b a ^ a + 2b a ' 

a(a + b^ Aco . ab fa+Ä^Q) 

n=~ , / cos ; — -ros^ — L_/— , 

' a + 2b a a + 2b a 

Vertauscht man das Coordinatensystem der f , tj mit einem anderen 
gleichfalls rechtwinkligen Systeme der |, , t^, , welches denselben An- 
fang hat und dessen Abscissenachse mit der Achse der § den Winkel y 
einschliesst, so hat man bekanntlich 

oder umgekehrt 

^^ = f}SinY + ^cosy, rji = v}rosy--^sinyy 
mithin vermöge der Werthe von | und rj 

a(a + b) . /b(o \. ab . /(a + b)a}. \ 

^^ a + 2b V« / a + 2/' \ ö / 

afa + b) /bco , \ , ab /(a + h)G) , \ 

" a + 2b \a \' J^ a+2b^ \ a ') 

Es sei noch 

y=z — n — , a)=7i; + G),, 



a 



ab , 1 ^ ^. 
= 0, , also — = — ; 



a + 2b " a+2b 
die vorigen Gleichungen werden dann 

li = C«i + ^^i) stn — b, sin —'— , 

rii = (ai + by) cos h^ cos ^ — , 

woraus hervorgeht, dass die Evolute einer Epicycloide immer eine 
Curve derselben Art ist, in welcher die Eadien des festen und des rol- 
lenden Kreises in demselben Verhältnisse stehen, wie bei der ursprüng- 
lichen Curve. 

Nimmt man z. B. die Eadien a und b gleich , so ist die ursprüng- 
liche Curve eine Cardioide, ebenso ist auch die Evolute eine Cardioide 
mit dem Eadius a^=sb^=■^a (vergl. Aufgabe 6). 

Für die Hypocycloide gelten ganz ähnliche Formeln, aus denen 
der analoge Satz folgt, dass die Evolute eine mit den Radien 



b, = - 



» a— 26' ' 0-26 
construirte Hypocycloide ist. 
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§.18. 
Die Endpunkte der Polartangenten nnd der Polamormalen. 

I. Bezeichnen u und v die rechtwinkligen Coordinaten des Punk- 
tes V in Fig. 1, welcher der Endpunkt der Polartangente ist, so hat man 
Y 




^+yy' ' ^+yy ' 

unter Zuhülfenahme der Gleichung der Curve kann man aus diesen 
Gleichungen x und y eliminiren, so dass nur eine Gleichung zwischen 
u und V übrig bleibt , welche den geometrischen Ort des Punktes V 
bestimmt. 

1. Für die Ellipse ergeben sich, wenn man von der Mittel- 
punktsgleichung 

b 



i/=—j/a*^X' 



ausgeht , die Werthe 



aH' 



ö'Ä» 



mithin durch Elimination von x und y 

./»ii*+6' !;» = (——- uv). 

Bei der Hyperbel gestaltet sich die Gleichung ähnlich. 

2. Nimmt man den Scheitel eines Kegelschnittes zum 
Coordinatenanfang und demgemäss 

y= ]/2hx+kx^y 
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so erhält man 



hx hx 



,« 



h + {i + k)x' {h+(\+k)x]y' 

folfflich 



2Ä + (l + 2Ä:)w* 
Der Parabel entspricht hiernach eine Cissoide , einer aus den Halb- 
achsen a^=^b]/ 2 und h construirten Ellipse eine semicubische Parabel. 

3. Ist ein Bronnpunkt eines Kegelschnittes der Coordi- 
natenanfang, mithin 

so wird 

h hx 

Der geometrische Ort des Endpunktes der Polartangente ist dann eine 
Parallele zur Ordinatenachse und zwar die Directrix des Kegelschnittes. 

4. Falls die Gleichung der ursprünglichen Curve in Polarcoor- 
dinaten gegeben ist, treten an die Stelle der vorigen allgemeinen For- 
meln für u und v die folgenden 

ü=-TSinQ. »= -cosd, 

r r 

aus welchen dann unter Zuhülfenahme der Polargleichung der gege- 
benen Curve eine Gleichung zwischen xi und «? hergeleitet werden muss. 
Für die reciproke parabolische Spiral e hat man z. B. 

w= — 2a]/d,sind^ v=-{-2a'l/ 6 , cosd 

woraus hervorgeht, dass die Endpunkte der Polartangenten in einer 
parabolischen Spirale liegen. 

5. Die Gleichung 



d'\-s sifi 
charakterisirt eine Curve, von welcher die hyperbolische Spirale ein 
besonderer Fall ist; man erhält 

h sin , h cos 



1 + 6CO50' ^l + scosd' 

"^+^~(r+^0y- 
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Der geometrische Ort des Endpunktes der Polartangente ist in diesem 
Falle ein Kegelschnitt, wovon ein Brennpunkt mit dem Coordinaten- 
anfange zusammenfällt, und dessen Hauptachse parallel der Ordinaten- 
achse liegt. 

II. Bezeichnen u und t? die rechtwinkligen Coordinaten des End- 
punktes W der Polarnormale , so gelten die Formeln 

y—ocy ' y—xy ' [ 

unter Zuziehung der Gleichung der Curve lassen sich x und y elimi- 
niren, so dass eine Gleichung zwischen u und v übrig bleibt, welche 
den geometrischen Ort des Endpunktes der Polamormale bestimmt. 

6. Aus der Mittelpunktsgleichung der Ellipse folgen die Werthe 

welche geben 

(a« w* + 6« f^y = a« 6* (a« — by m« v\ 

Für die Hyperbel gestaltet sich die Gleichung ähnlich. 

7. Legt man bei irgend einem Kegelschnitte den Coordinaten- 
anfang in den Scheitel, so hat man 



y-i'^^±^[ä+o+i^).]. 



Die Combination 



u ^/2h-j-kx 

V "^ y X 



dient hier , um x durch u und v auszudrücken ; setzt man den so er- 
haltenen Werth in eine der vorhergehenden Gleichungen ein , so ge- 
langt man zu dem Eesultate 

(M*-Ät;0* = 2Ä«t«« + (2 + ^)t;']. 

8. Falls die ursprüngliche Curve auf Polarcoordinaten bezogen 
ist, hat man 

woraus eine Gleichung zwischen u und v herzuleiten ist. 
Bei der Cardioide, deren Gleichung 
r = 2a(l-|-co50) 
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sein möge, gelten die Werthe 

M=2asm'Ö, v= — 2asind cosd , 
welche geben 

i;«=z=2aM — M*; 

der geometrische Ort des Endpunktes der Polarnormale ipt hier der 
Kreis , welcher zur Construction der Cardioide dient. 

9. Für die transcendente Curve, deren Gleichung ist 
erhält man als Gleichung des geometrischen Ortes von W 
letzterer ist also eine Parabel. 



10. Für die Curve , deren Gleichung ist 
findet man 



r=a/co/^0 



der gesuchte Ort besteht hier aus einer Parallelen zur Ordinatenachse. 



Fig. 31. 



§. 19. 
Die FasspniiktcnrveD. 

Lässt man von einem festen Punkte C (Fig. 31) Senkrechte auf 
alle Tangenten einer gegebenen Curve herab, so bilden die Fusspunkte 

P jener Perpendikel eine neue krumme 
Linie, deren Gleichung auf folgende 
Weise gefunden wird. 

Bezeichnen g^ h die rechtwinkligen 

Coordinaten des sogenannten Poles C, 

- X' ^ ^^^ y ^^® Coordinaten eines beliebigen 

Punktes M der gegebenen Curve , u und 

O' ^L ' X V die Coordinaten des entsprechenden 

Fusspunktes P, so gelten für letztere 
die Gleichungen 



y 



woraus z. B. folgt 
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i+y' 

Unter Zubülfenahme der zwischen x und y bestehenden Gleichung 
lassen sich aus irgend zweien der obigen vier Gleichungen x und y 
eliminiren; die übrig bleibende Gleichung zwischen u und v bestimmt 
die Natur der Fusspunktcurve. 

1. DieParabel. Von der Gleichung ausgehend 

kann man die zwei ersten Gleichungen zwischen u und v folgender- 
massen darstellen 

yv=z2au+ly\ 2a(v''h)=—y{u--g)i 
man erhält dann durch Elimination von y 

Wird der Brennpunkt zum Pol genonunen, so ergiebt sich einfach 
w=0, d. h. die Scheiteltangente ist dann die Fusspunktlinie ; im Fall 
der Parabelscheitel zum Pol genommen wird, geht die Fusspunktcurve 
in eine Cissoide über. 

2, Ellipse und Hyperbel. Die Gleichung der Ellipse sei 

die beideij ersten Gleichungen zwischen u und v lauten dann 
b*ux+a^vy=a^b*, 6'(»— Ä)a; — a*(M— ^)y==0. 
Bestimmt man hieraus x und y , und setzt die gefundenen Ausdrücke 
in die Ellipsengleichung , so erhält man 

Diese Gleichung der Fusspunktcurve lässt sich etwas einfacher dar- 
stellen , wenn der Pol C zum Anfang eines Polarcoordinatensystems 
genommen wird, dessen Achse CX" parallel zur a;- Achse liegt und 
worin die Senkrechte CP=p der Radiusvector und LPCä'^x ^^^ 
Polarwinkel ist ; es ergiebt sich 

(/^ + 9 cos X + ^ **'* x)* = ^' cos^ X + ^' ***** X* 
Nimmt man einen Brennpunkt der Ellipse zum Pol, so wird die 
Fusspunktcurve ein Kreis ; liegt der Pol im Ellipsenmittelpunkte , so 
entsteht die auf Seite 74 Aufg. 13 betrachtete Curve. Für 6 = o, 
^=— fl, Ä=:0 geht die Fusspunktcurve in eine Cardioide über. 
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Um die entsprechenden Formeln für die Hyperbel zu erhalten, 
bedarf es nur der Vertauschung von 6* gegen —6*. In dem speciellen 
Falle , wo die Hyperbel eine gleichseitige ist und ihr Mittelpunkt zum 
Pol genommen wird , ergiebt sich 

p^=:a^cos2x] 
die Fusspunktcurve ist dann eine Lemniscate. 

3. Die semicubischeParabel. Die Gleichung der Curve sei 
ferner ör=— ^a, Az=0; flirw und v gelten dann die Gleichungen 

Substituirt man den Werth von x aus der zweiten Gleichung in das 
Product beider Gleichungen, so erhalt man 

oder 

[t^^ + (w+i«)T[^'-i«(«+i«)]=0; 

der erste Factor kann nur flir einen isolirten Punkt verschwinden , die 
Fusspunktcurve hat daher zur Gleichung 

und ist demgemäss eine Parabel. 

4. Die ursprüngliche Curye sei bestimmt durch die Gleichung 

um Weitläufigkeiten zu entgehen , ersetze man diese Gleichung durch 
die beiden Gleichungen (Seite 71 Aufg. 10) 

drücke dem entsprechend u und v durch « aus und eliminire schliess- 
lich c». Wegen y'z=—ianG> gehen die Gleichungen für u und v in die 
folgenden über 

u sin OD +» cos (o=sasin a cos od , r — Ä= (w —^r) co/co , 
aus denen sich ergiebt 

. y(,u^gy+(y-hy 

oder in Polarcoordinaten, welche ebenso, wie bei der vorigen Aufgabe 
zu wählen sind , 

p=:sacos% sinx — (gf cos^ + h sin x). 
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5. Am einfachsten gestalten sich die Formeln , wenn man gleich 
anfangs den Pol zum Anfangspunkte von Polarcoordinaten wfthlt und 
demgemäss substituirt 

x=rcosdy y^=rsindy Uz=pcosi, v=psinx'^ 
die allgemeinen Gleichungen gehen dann über in 

[r cos (ß — x)-{- r sin (0 — i)]p=r^^ r^=^rian (ß — y) 
oder , wenn man r aus der zweiten Gleichung in die erste substituirt, 

p=rro5(0 — 5c), r'=rtoi»(0— x)» 
wie man auch direct mittelst einer einfachen geometrischen Betrach- 
tung findet. 

Als Beispiel mögen die Curven dienen, welche durch die Gleichung 

r"*=a"*cosfnQ 

repräsentirt werden und zu denen u. A. die gleichseitige Hyperbel 

(m=— 2), die Parabel (m=— J), die Cardioide (w=::+^), der Kreis 

(m=+l) und die Lemniscate (m=+2) gehören. Die allgemeinen 

Gleichungen sind hier 

1 

p=.a(^cosm6)"* cos(ß — x)j ianmd=tan{x — 0) ; 

aus der letzten Gleichung folgt 0= — —■ und nachher aus der ersten 

m + 1 

^' m + 1 

Die Fusspunktcurve ist hier von derselben Gattung, wie die ursprüng- 
liche Curve; der gleichseitigen Hyperbel z. B. entspricht die Lem- 
niscate. 

6. Die logarithmische Spirale. Aus der Gleichung 

erhält man 

p=aeß^cos(d — X)f /5=^««(ö-z), 
mithin durch Substitution von aus der zweiten Gleichung in die erste 

die Fusspunktcurve ist also wieder eine logarithmische Spirale. 

7. Die Kreis evolvente. Wenn die Curve durch die beiden 
Gleichungen 



r==:a^l + w*, = 0) — arcianoD # 

Digitized by VjOOQIC 



106 Aufgaben über geometrische Orte, 

repräsentirt wird , so hat man 

die letztere Gleichung giebt einerseits 

andererseits 

— 7 = arctan — 

oder 

0} — arctan o) — i =^ n — arctan © , o>= J tc + ;( , 

mithin ist nach Substitution der Werthe von cos (0 - %) und (a 

p=:a(^n + x). 
Die Fusspunktcurve ist also einerlei mit der Spirale des Archimedes. 
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Die Discussion doppelt gekrümmter Gurven. 

§.20. 
Allgemeine Regeln nnd Formeln. 

Wenn die gegebene Curve auf ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system der Xy y^ z bezogen ist, so gilt für das Bogenelement ds 
die Formel 

im Fall die Curve durch ihre Projection auf die Horizontalebene xy 
und die Verticalebene xz^ mithin durch zwei Gleichungen von den 
formen y=q)(x) undz=if;(x) bestimmt ist, hat man statt der obigen 
Formel zu schreiben 

ds=zj/l+y^ + z* .dx. 

Die Winkel T^r, t^, Tj, welche die Tangente im Punkte xyz mit 
den Coordinatenachsen bildet, bestimmen sich durch die Formeln 

dx I 



ds /i+/«+-: 



dy y' 

cosrf. = —- = 



'ds ^l+y'2 + ^'2 > 



_dz_ z 

Die Gleichungen der Tangente sind 

l-.x^7l-y ^^—z ^ 
dx dy dz 
ds ds ds 



oder 



«?-y=y'(5~a:); i^z=^z\i-x). 
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Die Gleichung der Normalebene ist 

'^«-')+S('-»)+sö-o=«. 

oder 

Um den Krümmungshalbmesser und die Coordinaten des Kilim- 
mungsmittelpunktes zu finden, berechnet man zuerst die drei 
Grössen 

y=dz d^x — d^zdx^ 
Z=^dx dFy-.d^x dy ; 

die Gleichung der Krtimmungsebene ist dann 

X{i^x)+Y{ri--y) + Z{X-z)=.0, 

ferner gelten ftlr die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes die 
Formeln 

Ydz^Zdy ^^^ 

Zdx—Xdz , . 



f-^ = 



X^+Y^+Z^ 
Xdy—Ydx 



und der Krümmungsradius ist 
9= 



ds^ 



ds\ 



j/X^+T+Z^ 
Statt dieser Formeln kann auch geschrieben werden 

ds* 



Q = 



j/id'xy+^d'yy+^d^zy^Cd'sy 

1 



/pO"* , ~i7)l , "<^) 



//|- 



ds __ * _ ds ^ * __ ds __ 

Nimmt man .r als unabhängige Variabele, so hat man als Glei- 
chung der Krümmungsebene 

(»•/'_y"z')(|_x)_^"(,-y)+y"(f-*)=0. 
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oder 

{i-f)(.i--)-^(v-y)+}^a-^)=o; 

der Ejümmungshalbmesser wird 

„_ ,/( (i+y''+^'')' ( 
^~f^ i(y'*"-y"*')'+y"'+^"'| 

und die Coordinaten des Erammungsmittelpaiiktes sind 

ft f r fr ff fy. / 

y -{yz -y z)z 

>• . ^» ^ +Cy ' -y ^)y 

In den Fällen , wo sich .t , y , z durch die unabhängige Variabele s 

ausdrücken lassen, ist 

1 

Um den Halbmesser der zweiten Krümmung, den sogenannten 
Torsionsradius zu bestimmen, berechnet man zuerst die Grösse 

5=(rf*j? dPy — d^xd}y)dZ'\'(d!^z dJ^x — d^z d^x) dy 

+ ify d^z—dPy ^z) dx-^ 
es ist dann 

X^+r+Z" ds^ 
Qi = - ~ 



S q'S' 

Wird X als unabhängige Variabele angesehen , so ist einfacher 
_ 1 

Qi — "VZ ~^ f^i 777 777» 

^ Q^iy z —y z) 
Im Fall bei jedem x die Gleichung S=0 stattfindet, liegt die Curve 
in einer Ebene , welche mit der Krümmungsebene identisch ist. 

Zwei durch die Punkte xyz und a?+flfa;,y + rfy,z+rf2: gelegte 
Normalebenen schneiden sich in einer Geraden, welche durch die Glei- 
chungen beider Ebenen, nämlich 

(|-Är)rfa:+(i?-y)rf2/ + (£-z)</z=0, 
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bestimmt ist. Alle diese Geraden bilden stetig auf einander folgend 
eine Regelflöche, die sogenannte Evoluten fläche; ihre Gleichung 
ergiebt sich dadurch , dass man .r aus den vorstehenden Gleichungen 
eliminirt. 

§.2l. 
Beispiele. 

1. Durchschnitt zweier parabolischen Cylinder. Die 
Gleichungen der beiden Cylinder mögen sein 



es ergeben sich dann folgende Werthe 



2a^ 2ax 



Die Gleichungen der Tangente sind 

Die Punkte, in welchen die Tangente die Coordinatenebenen schneidet, 
d. h. die Spuren der Tangente, bestimmen sich hiemach durch fol- 
gende Formeln 

|3=0, iy3==:-.i — , f8 = --J— ; 

lässt man den Punkt xyz auf der Curve im Räume fortrücken, so be- 
schreibt die erste Tangentenspur eine Parabel zweiten Grades, die 
zweite eine Parabel dritten Grades, die dritte eine semicubische Parabel. 
Die Gleichung der Normalebene ist 

x{Ua* + i\a^x^+x^) 

woraus u. A. die Gleichungen der Spuren dieser Ebene hergeleitet 
werden können. 



2a'^ + 2axri+a^i=-^- 



Femer ist 






4 a' 
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und für die Coordinaten des Erümmungsmittelpunktes hat man 

^ 27*' "^ Äa' ' ^"~ 3«» 

Bildet man hieraus durch Elimination von x zwei Gleichungen zwischen 
^, ty, J;, so bestimmen diese Gleichungen den geometrischen Ort der 
Krttmmungsmittelpunkte. 

Für den Halbmesser der zweiten Krümmung ergiebt sich 

2. Durchschnitt eines Kreiscylinders und einer Ku- 
gel. Die Gleichungen beider Flächen mögen sein 

so dass der Durchmesser des Cylinders dem Halbmesser der Kugel 
gleichkommt; es sind dann 



die Gleichungen des Durchschnittes beider Flächen. Hieraus folgen 
die Werthe 



='yv(^)\ '^''y-yT^T^' ^"^^==~//^' 



die Gleichungen der Tangente sind 

(a-^-2xU+ax j/ä[^^(2a^x)] 

??= — , b=— / — ; 

2yx(a—x) 2ya—x 

femer ist die Gleichung der Normalebene 

2y^+(a—2x)ri-^'/ax.t=0. 

Für den Halbmesser der ersten Krümmung findet man 






und für den der zweiten 

Die Gleichungen zweier aufeinander folgenden Normalebenen sind 



2j/x{a~^x) . ^+(a-^2x)fi=j/ax . f 
{a^2x)^^2j/x(^a~-x).ri=ij/a{a—x). f. 
Quadrirt und addirt man dieselben, so erhält man 
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eliminirt man dagegen | aus beiden vorigen Gleichungen , so bleibt 

a^fj^-^xj/äx. J oder «•i^'=rj;*a:'; 
endlich giebt die Elimination von x aus den letzten Gleichungen 

Hierdurch bestimmt sich die Evolutenfläche, welche im vorliegenden 
Falle eine Kegelfläche ist. 

3. , Durchschnitt eines hyperbolischen und eines 
Kettencylinders. Die Gleichungen der beiden Flächen mögen sein 

imd zur Abkürzung werde die numerische Excentricität der Hyperbel 
mit £ bezeichnet; es gelten dann die Formeln 

a 



COST^ = 



j/x' — d!' 



COSTy= , cos Tz ^=- 



£x ' as 

von denen namentlich die zweite bemerkenswerth ist. 
Die Gleichungen der Tangente lauten 

aj/x^-a- /.x*— flf«^^ ^' 

die Normalebene ist durch die Gleichung bestimmt 

aj/x'-a'{^-x) + bxifi-y) + a\t-^^) = 0, 
und schneidet die xz -'Ebene immer imter demselben Winkel. 
Für die beiden Krümmungsradien erhält man 

a 



?= 



Qr- 



be'x' 

4. Durchschnitt eines parabolischen und eines cy- 
cloidischen Cylinders. In der Horizontalebene xy (Fig. 32) sei 

eine Parabel als Directrix eines verti- 
cal stehenden Cylinders durch die 
Gleichung 

y=2}/ax 

bestimmt, in der Verticalebene xz sei 
eine Cycloide NC eis Directrix eines 
horizontalen Cylinders genommen, 
dabei J C die halbe Basis, der Schei- 
tel der Cycloide, A der Durchmesser 
des rollenden Kreises =&, so dass die 
Gleichungen 
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oder für 0)=«— t^ 

stattfinden, welche man zu der einen Gleichung 

6 — 2ar 



z=^barccos- 



+ j/bx—a:^ 



zusammenziehen kann. Aus den beiden Gleichungen ergeben sich fol- 
gende Werthe 

von denen namentlich der zweite bemerkenswerth ist. 
Als Gleichungen der Tangente hat man 

die Normalebene bestimmt sich durch die Gleichung 

y'^i^--x)+/V(7j-y)+]/b~:i(i-^z)=0 
und schneidet die a:z- Ebene immer unter demselben Winkel. 

Für die beiden Krümmungshalbmesser findet man 

5. Die Schraubenlinie (Fig. 33). Bezeichnet A=a den 
Radius des Cylinders, auf welchem die Schraubenlinie liegt, ß den 
Steigungswinkel M^AP^ und 
ist ferner L=x ^ L M=y^ 
MP^z, LAOM=g>, so 
gelten bekanntlich folgende 
Gleichungen 
x=^acoSG), y=asin(o, 
z=a(o(anß', 
dabei lässt sich a (afi ß durch 

— ersetzen, wenn h die ^'^ 

Höhe eines Schraubenganges bedeutet; zur Abkürzung sei noch 




a(anß= — =6, mithin z = bm. 



Man findet zunächst 



rf5=/a-^ + 6*.da>, 



Schlöinilch, Uebangsbuch. 
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was auch aus der Entstehung der Schraubenlinie unmittelbar hervor- 
geht, femer 



co8Xx= , cos ty= y cost^ 



Die Verticalprojectionen der Tangente haben folgende Gleichungen 

welche zu einer einfachen Tangentenconstruction führen. Die Nor- 
malebene bestimmt sich durch die Gleichung 

sie bildet mit der Horizontalebene immer denselben Neigungswinkel. 
Der Halbmesser der ersten Krümmung ist constant, nämlich 

a^ + b^ 

die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 

§=: cosm, 17= smo), f=öa), 

und hier erkennt man augenblicklich, dass alle Krümmungsmittel- 
punkte wiederum auf einer Schraubenlinie liegen , welche die nämliche 
Achse und dieselbe Steigung wie die ursprüngliche Schraubenlinie be- 

sitzt , aber auf einem mit dem Eadius — construirten Cylinder liegt. 

Der Radius der zweiten Krümmung ist gleichfalls constant, nämlich 

Die Normalebenen durch zwei aufeinander folgende, den Winkeln 
CO und (ö+do) entsprechende Punkte haben die Gleichungen 
a^sinca — arj cos to = b f — ft*© , 
ö^co^co + aty sina)= — 6*; 
quadrirt und addirt man und setzt zur Abkürzung 



12 t 

— = aian^ß=c^ — = ianß=Ky 
a a 



so erhält man 



c 



und durch Substitution in die zweite Gleichung 

Icosl — ^ \ j + iy^g^( '^ ' y+c=0; 

dies ist die Gleichung der Evolutenfläche. 
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6. Die conische Schraubenlinie ist der Durchschnitt eines 
Eotationskegels und einer um dieselbe Achse beschriebenen Schrau- 
benfläche ; nimmt man die gemeinschaftliche Achse beider Flächen zur 
t- Achse, so hat man fttr *r, y, z die beiden Gleichungen 

V ^ 

a^+y^ = z^tan'y, —^tan — , 
X c 

oder wenn — = a), ciany=b gesetzt wird, 

x=b(o coscdy f/=:b(o sinon, z=C(Oj 
woraus u. A. folgt, dass die Horizontalprojection der conischen Schrau- 
benlinie eine archimedische Spirale ist. 

Zur Abkürzung sei A*+c'=a'; man erhält dann 
b(cos(o—-oitstnci)) cCcx — vz) 

cos T =: ^ ■^. — ? ^ "^ "^ - 

b (sin(0'\-<ocos(o') c^ry-^xz) 



^ -/a^+'b'c^^ zy¥7+¥~^' 

c c* 

}/a^+b'(D^ j/a'c'+b^z' 
femer als Gleichungen der Tangente 

cz^=(icx—yz)i+yz\ czfj = {cy+xz)i—xz\ 
woraus z. B. folgt, dass die Horizontalspur der Tangente eine Spirale 
beschreibt, deren Vectoren proportional den Quadraten der Polar- 
winkel wachsen. 

Die Gleichung der Normalebene ist 

c{cx—yz)^+c{cy+xz)7i+c^i=a''z^. 
Für die beiden Krümmungshalbmesser findet man . 
j/(a^c^ + b^z^y 

^"^ bc]/4a*c*+(^4b^+c^)c^z*+b^z*' 
_ 4a^c*+{4b^'+c^)c^z^+b^z* 



8* 
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Die Discassion der Flächen. 

§. 22. 
Allgemeine Regeln nnd Formeln. 

Die Gleichung einer Fläche sei in rechtwinkligen Cöordinaten 
ausgedrückt und zur Abkürzung 

dz dz 

welche Differentialquotienten entweder direct oder nach §. 12 berech- 
net werden, je nachdem die Gleichung der Fläche in der entwickelten 
Form z=/'(a:,t/) oder unentwickelt in der Form F(xyy, z)=0 gegeben 
ist ; die Berührungsebene im Punkte ocyz hat dann zur Gleichung 

Die Stellungswinkel dieser Ebene , d. h. die Richtungswinkel der Nor- 
male im Punkte xy z bestimmen sich durch die Formeln 

P 



COSVx 



COSVt 



l 



die Gleichungen der Normalen sind 

|-a;=-p(f-2), ri-y=^ — q{i^z). 
Soll eine Ebene , deren Gleichung 

sein möge , die Normale in sich enthalten, so müssen die Bedingungen 
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y^ap + ßq, ax+ßy+yz=^l 
erfallt sein , wodurch die obige Gleichung übergeht in 

das Verhältniss — bleibt hierbei willkürlich. Denkt man sich (Fig. 34) 



ausser dem Punkte xyz 
oder jP, durch welchen 
die Normale PQgeht^ noch 
einen zweiten Flächen- 
punkt P, mit den Coor- 
dinaten x+dx^ y + dt/j 
z+dz und legt durch PQ 
und Pi eine Ebene, so hat 
man ferner 

adx+ßdy + y rfz=0, 
oder wegen y=cip + ßq 
und dz=pd'x + qdy 

dy_ cc + {ap+ßq)p 

dx ß + {ocp + ßg)q' 



Fig. 34. 




MM^ 



ciy 



Da X und y von einander unabhängig sind, so bedeutet j- keinen 

dx 

eigentlichen Differentialquotienten, sondern das Verhältniss zweier be- 
liebig abnehmenden Incremente , d. h. eine willkürliche Grösse e , geo- 
metrisch die trigonometrische Tangente des Winkels zwischen der 
Geraden M^MT und der Abscissenachse. Mittelst der vorigen Glei- 

chung kann man € aus — oder umgekehrt dieses Verhältniss aus t 

herleiten, nämlich 



£=- 



\+P^ + —pq 
« > 

-(y+q')+pq 



cc 



l+y+pqj_ 
\l+q')B+pq 



Der Normalschnitt R PS hat in P den Krümmungshalbmesser 



l + B'+ip + qjY 



j/p^+g^ + l. 



Wählt man c so , dass es der quadratischen Gleichung genügt 

[(l + q')S-^pqt]t' + [{i+q')r-.il+p'y]B=(l+p')s^pqr, 
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so erreicht q seinen grössten oder kleinsten Werth. Statt diese Glei- 
chung aufzulösen und die den Wurzeln €=g, und s=€f entsprechen- 
den Werthe q = Qi und Q=Qi nach der vorigen Formel zu berechnen, 
kann man die HauptkrCLmmungshalbmesser ^, und ^2 direct bestimmen ; 
wird nämlich zur Abkürzung 

« = /!+?+? 
gesetzt, so sind ^, und q^ die Wurzeln der Gleichung 

mithin ist auch 

(l + g^)r-2pgs + (^i+p')i ^ 
^1+^2= jr^;j, «, 



QiQt^ 



rl- 



Die Ebenen der beiden Hauptnormalschnitte stehen auf einander 
senkrecht. 

Für irgend einen Normalschnitt, der mit dem ersten Hauptnor- 
malschnitte den Winkel bildet, bestimmt sich der Krümmungshalb- 
messer mittelst der Gleichung 

1 cos^d sin*d 



oder 

In dem speciellen Falle, wo ^1 und ^2 gleich und von gleichem 
Vorzeichen sind , erhalten alle q denselben Werth , hängen also nicht 
mehr von i ab. Da die allgemeine Formel für q geschrieben werden 
kann 

1+-.+ -.' 

so tritt der obige Fall nur dann ein , wenn gleichzeitig 

ist, oder 

wofElr symmetrischer geschrieben werden kann 
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1+p« pq 1+^«* 
In Verbindung mit der Gleichung der Fläche bestimmen diese Rela- 
tionen die sogenannten Kreispunkte der Fläche. 

Die Hauptkrümmungshalbmesser q^ und q^ werden gleich und 
von entgegengesetztem Zeichen, sobald 

ist. In Verbindung mit der Gleichung der Fläche bestimmt diese Re- 
lation diejenigen Flächenpunkte, welchen die genannte Eigenschaft von 
^, und ^2 zukommt. 

Im Falle ri—s^=0 ist, wird — =0, d. h. der eine Hauptnormal« 

Q 
schnitt geht in eine Gerade über. Flächen dieser Art werden von 
einer Ebene nicht in einem Punkte , sondern längs einer Geraden 
berührt. 

§. 23. 
Beispiele. 

1. Das elliptische Paraboloid. Die Gleichung der Fläche sei 

z= h^ 

2a ^ 2b 

und darin a^b. Als Gleichung der Berührungsebene findet- man 

az oz z 
wonach die Spuren dieser Ebene Jeicht zu construiren sind. Die Glei- 
chungen der Normale sind 

setzt man 



.«=/i+J+|^. 



so bestimmen sich die Richtungswinkel der Normale durch die Formeln 
Ä^ y ,1 

COSVx= f COSV„= — ; — , COS V, =5-1 . 

an ^ bn n 

Die beiden Hauptkrümmungshalbmesser q^ und q^ sind die Wurzeln 
der quadratischen Gleichung 
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setzt man zur Abkürzung 2(«+6)=c, so erhält man 

Qt=n\c+z-. -/(c+^^-äb'n} \ . 
Beide Krümmungshalbmesser sind positiv, mithin sind es auch die 
Krümmungshalbmesser aller Normalschnitte. 

Zur Bestimmung der Kreispunkte dienen die Gleichungen 
xy=Oj ay^ — bx^=ab{a ^b); 
die erste Gleichung giebt entweder x=0 odery = 0, wobei der letzte 
Werth wegen a > 6 unbrauchbar ist ; die Coordinaten der Kreispunkte 
sind folglich 

x=,0, y = +yb(^u-b), z=i(a^b), 

2. Das hyperbolische Paraboloid. Die Gleichung der 
Fläche sei 

x^ w* 

als Gleichung der Berührungsebene findet sich dann 

az bz ' z 
Um zu entscheiden, ob diese Ebene ausser dem Punkte xyz noch 
andere Punkte mit dem hyperbolischen Paraboloide gemein hat, ver- 
binde man die Gleichung der Berührungsebene mit der Gleichung 

^"~2a 26' 
die Elimination von f giebt 

und da diese Gleichung zwei Gerade ausdrückt, so schneidet die Be- 
rührungsebene das Paraboloid in zwei Geraden , deren Horizontalpro- 
jectionen parallel zur Horizontalspur der Fläche sind. 
Als Gleichungen der Normale erhält man 

wird femer zur Abkürzung 



.=/ 
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gesetzt, so sind die Cosinus der Bichtungswinkel der Normale 
X , y 1 

Mit Benutzung des abkürzenden Zeichens c=^\{a — b) erhält man 
für die Hauptkrtimmungshalbmesser 

(>t = yi{c + 2 + )/ (c+2;)«+g6n^ |, 

p,=wjc+z — j/(c+c)«+a6w' t. 
Dabei ist p, positiv, (>« negativ; die Krümmungshalbmesser aller um 
einen Punkt herum liegenden Normalschnitte erstrecken sich dem- 
gemäss theils nach der einen^ theils nach der entgegengesetzten 
Bichtung. 

Das hyperbolische Paraboloid besitzt keine Kreispunkte, wohl 
aber solche Punkte , in denen die Hauptkrümmungshalbmesser gleich 
und entgegengesetzt sind. Die Bedingung (»i + ^t=0 giebt nämlich 
t =— c; die erwähnten Punkte liegen demnach auf einer horizontalen 
Ebene , welche die Fläche in einer Hyperbel schneidet^ 

3. Das dreiachsige Ellipsoid. Statt d-er gewöhnlichen 
Gleichung 

a?* t/* z* 
— + — 4-— =1 

schreiben wir kürzer 

die Werthe der fünf erforderlichen Differentialquotienten smd dann 

Ax By 

_ AjAcx^ + Cz'') ^ ABxy _ B(By^ + Cz^) 
^^ C*z» ' *"" C«z» ' ^"^ C^7^ • 

Die Gleichung der Berührungsebene wird 

Ax^+Byri + Czt=-h 
woraus folgt, dass diese Ebene auf den Coordinatenachsen die Strecken 

J ^ l _b^ i_— ^* 

Ax X ' By y ' Cz z 
abschneidet, deren Construction sehr einfach ist. 

Die Normale bestimmt sich durch folgende Gleichungen 

Ax By Cz ' 
ihre Bichtungswinkel findet man , wenn zur Abkürzung 
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gesetzt wird , mittelst der Formeln 

^x By Cz 

CoSVx^^-J^j COSVy^-^, cosv^=—. 

Ferner ergiebt sich aus den obigen Werthen von /? , </ ^ r , 5 , l 
^ jiß+CN^-.(A-C)(ß^C)Cz^ 
für die Hauptkrümmungshalbmesser ist also 

Das positive Vorzeichen von ^, 92 beweist, dass beide Factoren gleiche 
Vorzeichen haben; demzufolge liegen die Krümmungshalbmesser aller 
durch den Punkt xyz gehenden Normalschnitte nach -derselben Seite hin. 
Unter der Voraussetzung fl>6>c also J<^<C besitzt die 
Fläche vier Kreispunkte , deren Ooordinaten aus den Formeln 

durch Combinationen der Vorzeichen erhalten werden. 

4. Das einfache Hyperboloid. Wie im vorigen Beispiele 
mögen A^ B, C die reciproken Werthe der Halbachsenquadrate be- 
zeichnen ; die Gleichung der Fläche ist dann 

Ax^+By^-^Cz^^l, 
und die Gleichung der Berührungsebene im Punkte xf/z 

Ax(^^x')+By{fi^y)-^Cza^z)=^0, 
oder 

Ax^+ßyvi^Czis=ii. 

Um zu entscheifien, ob diese Ebene ausser dem Berührungspunkte noch 
andere Punkte mit der Fläche gemein hat, verbinde man die vor- 
stehende Gleichung mit der Gleichung 
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was am einfachsten za machen ist, wenn man 5_a;=^, , i^_|/=:iy„ 
f _ 2 = fi setzt, wodurch die erwähnten zwei Gleichungen tibergehen in 

Durch Elimination von (^ ergiebt sich 

^ _ ABxy + j/ABC.z 
I, ~ ~¥(C^~By') ' 
oder vermöge der Werthe von |, , ty, , ^, ^, C, z 

^-y= x^la^ — <^ ")• 

Hieraus folgt , dass die Fläche von ihrer Berührungsebene in zwei Ge- 
raden geschnitten wird , deren Horizontalprojectionen die Horizontal- 
spur der Fläche (die sogenannte Kehlellipse) berühren. 
Die Normale bestimmt sich durch die Gleichungen 

Ax By Cz ' 

für die Richtungswinkel r^r , Vy , Vz gelten die Formeln 
Ax By Cz 

wo N die nämliche Bedeutung hat , wie in Aufgabe 3. 

Ebenso findet man die Werthe von^j+^j ^^^^ Qx Q2 daduiV|i, dass 
man in ien Formeln des dritten Beispiels — C an die Stelle von C tre- 
ten lässt. Dabei wird q^ q^ negativ, mithin liegen die Hauptkrümmungs- 
halbmesser nach entgegengesetzten Richtungen. 

Auf dem einfachen Hyperboloide existiren keine Kreispunkte, 
wohl aber können solche Punkte vorkommen, in denen Qi und q^ ent- 
gegengesetzt gleich sind. Die hierzu nöthige Bedingung ist 

A*(B-C)x^+B'{A^C)y''+C'{A+B)z''=0 
oder wenn die Werthe von z, A, B^ C eingeführt und die Abkürzungen 



benutzt werden. 

Jene Punkte sind hiemach die Durchschnitte des Hyperboloids mit 
dem verticalen elliptischen Cylinder, welcher a^ und h^ zu Halbachsen 
hat; sie werden imaginär, wenn gleichzeitig tl,<;ö und h^< h d. h, 
ö<^c und zugleich 6<^c ist. 
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5. Das getheilte Hyperboloid. Bezeichnen A, By C die 
reciproken Werthe der Halbachsenquadrate , so ist die Gleichung der 
Fläche 

— Ax^—By^ + Cz'^^l, 

man erhält demnach alle nöthigen Formeln, wenn man in den Formeln 
des dritten Beispiels —Afiir A und gleichzeitig — 5 für B setzt. 

Die Hauptkrümmungsradien ^, und q^ baben gleiche Vorzeichen, 
mithin liegen die Krümmungshalbmesser aller Normalschnitte nach 
einerlei Richtung. 

Die Fläche besitzt vier Kreispunkte, deren Coordinaten (für ö>6) 
durch folgende Formeln bestimmt werden 

wobei alle Combinationen der Vorzeichen zu bilden^ sind. 

6. Die Flächen zweiten Grades. Aus der Untersuchung 
der centrischen Flächen zweiten Grades geht hervor, dass die Normale 
eines Flächenpunktes nur dann mit dem Radiusvector desselben Punk- 
tes zusammenfällt, wenn dieser Punkt zugleich auf einer der Haupt- 
achsen liegt , d. h. wenn er ein Scheitel der Fläche ist. Diese Bemer- 
kung kann dazu dienen, um die Scheitel und Haupthalbachsen einer 
centris^chen Fläche zu bestimmen, deren Gleichung in der allgemei- 
neren'f^orm 

Ax''+By^+Cz'+2l)yz+2£zx + 2Fxy=:R' 
gegeben ist. Setzt man nämlich zur Abkürzung 

Ax + Fy + Ez = u^ 
By + Dz + Fx=v, 
Cz + Ex + Dy^w, 



so erhält man 






• 


dz u 
dx~~^~w' 


dz V 



hieraus bestimmen sich die Winkel v^., v^, v^» ^md wenn diese identisch 
mit den Winkeln (r,a:), (r,y), (r,2) sein sollen (r = ]/a;^+y*+2*), so 
müssen die Bedingungen 

V y w z 

u j; ' u X 
erfüllt sein. Dafür kann man schreiben 

U V TV 
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wobei Q den unbekannten gemeinschaftlichen Werth der drei Quotien- 
ten bezeichnet ; es ist also 

Jx+Fy+Ez = Ox, 

By+Dz + Fa=.Oy, 

Cz + Ex+I)y=Oz. 
Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit x^ y^ z und 
addirt, so ergiebt sich 

Es sei ferner zur Abkürzung 

EF FD DE 

D E ' F ' 

wo L, M, N bekannt sind, dagegen S unbekannt ist; die vorigen drei 
Bedingungsgleichungen lassen sich dann folgendermassen darstellen 

{Q'-'L)x=EFS, {Q^M)y=FDS, (0'-N)z=DES, 
oder 

EFS PDS DES 

^■> ""^Q-^V ^^Q-M' '"Ö^^' 

Berechnet man hieraus .'c'+y^+2* = r' = — , so erhält man 
y) 8"= ~ , ; 



*i(Äy+G"j+G4^y 



dividirt man dagegen die vorigen drei Gleichungen mit D, E^ F und 
addirt , so kommt links wieder S zum Vorschein und es bleibt 
EF 1_ FD 1 DE 1 

^ *= Z> ' — L^ E 'Q — M'^T Q—N 

Die vorstehende cubische Gleichung bestimmt die Werthe von Q ; nach- 
her giebt die Gleichung y) die entsprechenden Werthe von S\ aus ß) 
erhält man die Coordinaten der Scheitel und aus a) die Radienvectoren 
der Scheitel, d. h. die Halbachsen der Fläche. Wie aus der Discussion 
der Flächen zweiten Grades bekannt ist*), hat die Gleichung S) immer 
drei reelle Wurzeln, denen aber, K als positiv vorausgesetzt, nur 



*) S. des Verfassers Lehrbuch der analytischen Geometrie des Raumes. 
2. Auflage, S. 165. 
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dann reell« S^ x^y^ z entsprechen, wenn sie zugleich poaitiv sind. 
Hieraus folgt noch, dass die Fläche ein EUipsoid, ein eii^fatC^^s odler 
ein getheiltes Hyperboloid ist, je nachdem die Gleichung 5) drei, zwei 
oder eine positive Wurzel besitzt. 

7. Eine Fläche habe die folgende , geometrisch leicht zu interpre- 
tirende Gleichung 

die Gleichung der Berührungsebene ist dann 

X ' y ' z 
oder 

30? 3^ Zz 

Diese Ebene schneidet ausserdem die Fläche in einer Curve, ftlr welche 
die Gleichungen 

X y z 

zusammen bestehen; die Horizontalprojection des Durchschnittes hat 
demnach zur Gleichung 

y J' ' 2 
Die Gleichungen der Normale sind 

die Richtungswinkel der Normale bestimmen sich durch die Formeln 



(.-i-f)i,= 





1 


■y^^ 


1 


+ 7. 




Femer hat man 


N 
X ' 

=1 


cos Vy = 

X^ + f + 

N 


N 

y 


, cosv 
(!tQt= 


N 



an den Stellen x^=y^=z^:=c^ sind Kreispunkte vorhanden. 
8. Die Gleichung einer Fläche sei 

oder bequemer 

Cz==ll{Ax'+By')', 
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die partielllen Differeniaalquotienteiip,^,r,s,f sind dann 
j4x By 

_ A{By^T-Ax^) _ 2ABxy _ B{Ax^—B y^) 

'''^ C{Ax'+Byy *"" CiAa^-^Byy ^'^ C{Ax^+By^^' 

Hieraus findet man als Gleichung der Berührungsebene 
Ax^+Byri-^C{Ax'+By')t={l^Cz){Ax'+By'), 
als Gleichungen der Normale 

^ C(Ax^+Byy ^ ^"" C(Ax'+Byy 

und filr die Richtungswinkel der Normale , wenn zur Abkürzung 

N= j/a^ x'' +B'y*+ (ß (^ x^ + By^y 
gesetzt wird, 

Ax By C(Ax^+By') 

Ferner ist 

A B-^{A^B)(^iA^x^^BY) ^ 
^'■^^*" ABC{Ax'+By') 

_ N* 

^^^^'^ABC'{Ax^+Bfy' 
Hieraus folgt, dass der Durchschnitt der Fläche und des Cylinders 



6* ^^-a* 



alle diejenigen Punkte enthält, deren Hauptkrümmungsradien gleich 
und entgegengesetzt sind. 

9. Das Kettenconoid. In der Verticalebene xz denke man 
sich die Kettenlinie construirt , deren Gleichung ist 



,=,,(ü+l:^'j 



und lasse diese Curve um die z -Achse rotiren; die entstehende Um- 
drehungsfläche hat dann zur Gleichung 



woraus die Werthe folgen 
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ex cy 
P= 7==-. ^^ 



_ ca:y(2a?*+2y' — c*) 






Die Berülirungsebene hat zur Gleichung 



ex (i^—x) + cy(ji — y) — u j/u^ — c^ (f— 2r)=0 
und schneidet die Fläche in einer transcendenten Curve. Für die Nor- 
male gelten die Gleichungen 

femer ist 



ex cy t/m* — c* 

COSVx = —'-T i C05V«=— — ;-, COSVz=+' . 

Endlich hat man ftir alle x^ y^ z 

(>I + ^2 = 0, 

mithin kommt der Fläche die bemerkenswerthe Eigenschaft zu , dass 
in jedem Punkte die beiden Häuptkrümmungsradien gleich und ent- 
gegengesetzt sind. 

10. Die Schrauben fläche. Aus der Gleichung dieser Fläche 



nämlich 



y z 



X 

folgen die Werthe 

lexy ^ c{x^—y^) 2cxy 

Die Berührungsebene hat demnach die Gleichung 
ey^^cxri + (x^+y^)i=(x'+y^)z; 
für die Normale gelten die Gleichungen 

und die Cosinus der Richtungswinkel der Normale sind 
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cy ex 

Endlich ist allgemein 

die Schraubenfläche besitzt also rücksichtlich der Hauptkrümmungs- 
halbmesser die nämliche Eigenschaft wie das Eettenconoid. 

§.24. 
Vermisehte A^fgabe^ über Flächen. 

I. IsoklineNormalen. Eine im Punkte xyz auf einer Fläche 
errichtete Normale schneidet die Horizontalebene xy unter einem Win- 
kel vz=\n^Vz und es ist daher 

Von dem Punkte xyz ausgehend, kann man auf der Fläche noch un- 
endlich viel weitere Punkte finden, deren Normalen gleichfalls unter 
dem Winkel v gegen den Horizont geneigt sind ; derartige Normalen 
mögen isokline Normalen heissen. 

Setzt man in der vorigen Formel v einer Constanten y gleich und 
nimmt die Gleichung der Fläche hinzu, so hat man zwei Bedingungen, 
wodurch diejenige Curve bestimmt wird, in welcher die Fläche von 
den stetig aufeinander folgenden isoklinen Normalen geschnitten wird. 
Diese Curve heisse kurz die Curve der isoklinen Normalen. 

1. Das elliptische Paraboloid. Die beiden vorhin erwähn- 
ten Bedingungen sind hier 

Aus der letzten Gleichung geht hervor , dass die Curve der isoklinen 
Normalen eine elliptische Horizontalprojection besitzt, dass sie mithin 
als Durchschnitt des Paraboloids und eines verticalen elliptischen Cy- 
linders betrachtet werden kann , dessen Halbachsen sind 

a=atany^ h'=3htany, 

Schlömilch, Uebang-sbach. Q 
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Die Horizontalprojection irgend einer Normale des Paraboloids 
hat die Gleichung 

soll diese Normale zu den vorigen isoklinen Normalen gehören, so 
muss noch sein 



(7)'+(f)"='. 



welcher Bedingung durch x=za cosco, y = b' sin co genügt wird. Die 
Horizontalprojection einer isoklinen Normale ist demnach 

_ .^ — =a— ö; 

a COSiO SITKO 

diese Gerade schneidet auf den Coordinatenachsen die Strecken ab 

Ca — h)a . ,^ 

— C05 00 = fa — b)lany .cos^. 

—^ — Äin 00 = — {a — b) Um y.stnco, 

d. h. die Horizontalprojectionen aller isoklinen Normalen liegen so, 
dass die zwischen die Coordinatenachsen fallenden Strecken derselben 
die constante Länge (a — b) ian y besitzen. Nach dieser Bemerkung 
sind die Horizontal- und Verticalprojectionen einer Schaar isokliner 
Normalen leicht zu construiren. 

Für das hyperbolische Paraboloid gelten ähnliche Sätze. 

2. DasEUipsoid. Als Bedingungen hat man 
a* b c* 






und hieraus folgt durch Elimination von z, dass die Curve der isokli- 
nen Normalen eine aus den Halbachsen 

«' ,, b^ 

b = 



construirte Ellipse zur Horizontalprojection hat. 

Die Horizontalprojection irgend einer unter dem Winkel y gegen 
die xy -Ebene geneigten Normale hat die Gleichung 
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wobei X und y an die Bedingung 

(0+(f)'=' 

gebunden sind. Um letztere zu erfüllen , setze man x = a cos co, 
y=b'sinto'j die vorige Gleichung wird dann 

a* ft' sin CD — b^a cos cö = (a* — b*) a b' cos m sin q}. 
Zu derselben Gleichung gelangt man, sobald es sich darum handelt, 
durch einen Peripheriepunkt der aus den Halbachsen 



«1 = -r = ^a* + c* tow* y , 
h'i 

construirten Ellipse eine Normale zu eben dieser Ellipse zu ziehen ; die 
Horizontalprojectionen aller unter dem Winkel y gegen den Horizont 
geneigten Normalen des Ellipsoides sind daher selbst wieder Normalen 
zu der aus den Halbachsen a, und &, construirten Ellipse , welche con- 
focal ist mit der Horizontalspur des Ellipsoides. 

Für die beiden Hyperboloide gelten ähnliche Sätze. Bei dem 
einfachen Hyperboloide ist der specielle Fall bemerkenswerth, dass die 
Horizontalprojection der Curve isokliner Normalen zu einem Kreise 
werden kann; ftlr 

ab 
iany = 



ergiebt sich nämlich 



cf/a^ + h^ 



a^b'^j/a'+b^ 



n. Fusspunkt flächen. Lässt man von einem festen Punkte 
C Senkrechte auf alle Berührungsebenen einer gegebenen Fläche herab, 
so bilden die Fusspunkte P jener Perpendikel eine neue Fläche , deren 
Gleichung auf folgende Weise gefunden wird. Es seien ^, Ä, ä: die 
rechtwinkligen Coordinaten des Poles C; x, y^ z die Coordinaten eines 
Punktes der gegebenen Fläche; m, », w die Coordinaten des entspre- 
chenden Fusspunktes P, so gelten für letztere die Gleichungen 

^(«-a')+gp(f-y)-(«'-«)=0, 

Unter Zuhülfenahme der zwischen x, y^ z bestehenden Flächenglei- 
chung lassen sich x, y^ z eliminiren ; die übrig bleibende Gleichung 
zwischen w , i? , w ist die Gleichung der Fusspunktfläche. 

9* 
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3. Das elliptische Paraboloid. Von der Gleichung 

ausgehend, erhält man, wenn der Scheitel der Fläche zum Pol ge- 
nommen wird, 

X y 

M+-7-C — w = z, 

a 

X u 

a 

Diese drei Gleichungen geben 

u , u M*+t;*+w* 

rV TV TV 

und wenn diese Werthe in die Gleichung des Paraboloids substituirt 
werden, so entsteht 

{u^^v^ + u)^)Tü=-\{au^ + bv% 
Durch Vertauschung von b mit — b erhält man daraus die Glei- 
chung der Fusspunitfläche des hyperbolischen Paraboloides. 

4. Das Ellipsoid. Die Gleichimg 

\-—A =1 

liefert, wenn der Mittelpunkt der Fläche zum Pol genommen wird, 
X , ?/ , 2 



a' 



U+-V+-TV^l, 



a^ W c^ 

— u= — V = — Tv: 
X y z 

es ist mithin 

a"w b'^v c^TV 

und zufolge der Gleichung des Ellipsoides 

Für die beiden Hyperboloide gelten ganz ähnliche Gleichun- 
gen der Fusspunktflächen. 
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Einhüllende Garyen und Flächen. 

§.25. 
Einhüllende Gnrven. 

Die Gleichigag einer ebenen Curve enthalte ausser den Coordina- 
ten X und y nocli eine willkürliche Constante p (einen sogenannten 
Parameter) , sie sei demgemäss 

Lässt man p sich stetig ändern , so entsteht eine Schaar von Curven 
derselben Art, die sich aber in ihren Dimensionen, Gestalten oder 
Lagen von einander unterscheiden. Dabei kann es geschehen, dass 
jede solche Curve die nächste schneidet , und dann bilden die successi- 
ven Durchschnitte eine neue Curve, die sogenannte Einhüllende 
jener Schaar. Die Gleichung der Einhüllenden ergiebt sich dadurch, 
dass man aus den beiden Gleichungen 

den veränderlichen Parameter p eliminirt. 

Beispiel 1. Ein rechter Winkel bewege sich so, dass der eine 
Schenkel durch einen festen Punkt geht und der p. ^- 

Scheitel an einer festen Geraden hingleitet; man 
sucht die Einhüllende des andern Schenkels (Fig. 35). ^ 

Nimmt man die feste Gerade zur Ordinaten- . 
achse, legt zu dieser senkrecht die Abscissenachse ^^ 
durch den festen Punkt F, wählt auf der y- Achse 
die Strecke OU=:u willkürlich und zieht ÜV-^FU, " *' ^ 

so ist FÜV irgend eine Lage des rechten Winkels; die Gleichung 
von ü V lautet für OFz=a 



\ 
\ 



Digitized by VjOOQIC 



134 Einhüllende Curven und Flächen. 



2,= — a?+w, 



und darin bedeutet u die willkürliche Constante (oben p). Die par- 
tielle Differentiation in Beziehung auf u giebt 

und durch Elimination von u entsteht 

Die Einhüllende ist hiernach eine Parabel. (Vergl. S. 103, Aufg. 1.) 

Beispiel 2. Ein rechter Winkel werde' so verschoben, dass der 
eine Schenkel durch einen festen Punkt geht und der Scheitel einen 
gegebenen Ereis durchläuft; man sucht die Einhüllende des andern 
Schenkels. 

Der Mittelpunkt des Kreises sei der Coordinatenanfang , seine 
Verbindungslinie mit dem festen Punkte F die a:- Achse, der Kxeis- 
radius = a, OF=zc\ die- Coordinaten eines beliebige^^.Punktes auf dem 
Kreise mögen u und v heissen ; die Gleichung des zweiten Winkelschen- 
kels ist dann 

r(y-.f?) = (c-M)(a:-M), 

wobei u und v an die Bedingung 

gebunden sind. Differenzirt man die Gleichimg der vorigen Geraden 
nach u und beachtet , dass zufolge der letzten Bedingung v abhängig 

von u und deshalb r— = ist , so erhält man 

du V 



(y-2t;) (--^j=:~(c+a;) + 2u. 



Endlich giebt die Elimination von u und v aus allen drei Gleichungen 

die Einhüllende ist also eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem der 
feste Punkt innerhalb oder ausserhalb des Kreises liegt. (Vergl. S. 103, 
Aufg. 2.) 

Beispiel 3. Ein rechter Winkel bewegt sich so, dass der eine 
Schenkel durch den Scheitel einer Parabel geht, während der Scheitel 
des Winkels auf derselben Parabel fortrückt; man sucht die Einhüllende 
des andern Schenkels. 

Für den zweiten Schenkel gilt die Gleichung 

t;(y — «;)== — M(a:—M), 
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wobei u und v an die Bedingung 

gebunden sind. Wegen r- = — erhält man durch Differentiation der 
du V 

ersten Gleichung 

(y— 2 t;) — =i—x+2u. 

V 

Eliminirt man u das eine Mal aus der ersten und zweiten, das andere 
Mal aus der dritten und zweiten Gleichung, so erhält man 
16a*y-|-4a(a;— 4a)2?--r'=0, 

die Differenz beider Gleichungen giebt 

X — 4a 

und wenn man diesen Werth in eine der beiden vorhergehenden Glei- 
chungen einsetzt , so gelangt man zu der Gleichung der Einhüllenden, 
nämlich 

27ö2/*=(ar— 4a)'. 

Die gesuchte Curve ist demnach eine semicubische Parabel. 

Beispiel 4. Ein rechter Winkel bewegt sich so , dass der eine 
Schenkel durch den Brennpunkt einer gegebenen Parabel geht , wäh- 
rend der Scheitel auf derselben Parabel fortrückt ; man sucht die Ein- 
hüllende des andern Schenkels. 

Die Gleichung des letzteren Schenkels ist 

v{t/--v)=z{a''u){x--u), 

wobei u und v der Bedingung 

t;*=4att 

genügen müssen. Durch ein dem vorigen sehr ähnliches Verfahren 
erhält man als Gleichung der Einhüllenden 

27aj/*=a?(a?— 9a)*; 
letztere ist identisch mit der in §• 15, Aufgabe 5 untersuchten Curve. 

Beispiel 5 (Fig. 36). Auf der einen Seite A B eines gegebenen 
Dreiecks ABC wählt man den Punkt P beliebig, legt durch denselben 
PQ II BCy PR\\ AC und zieht die Gerade QB; welches ist die Ein- 
hüllende aller dieser Geraden? 

Nimmt man CA und CB aU Coordinatenachsen und setzt CA=:^a^ 
CB=ib^ CQ=su^ CR=v^ so ist die Gleichung der Geraden QB 
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X y 

— + — = 1, 
u V 



wobei u und v der Bedingung 



+ T = ' 



Fig. 36. 




genügen müssen. Die Ein- 
hüllende bestimmt sich 
durch die Gleichung 



(/T+/-f-)'= 



1 



und ist eine Parabel, welche 
die Coordinatenachsen in 
A und B berührt. Um die 
Achse dieser Parabel zu fin- 
den, construire man aus den Seiten C-^, CB das Parallelogramm AC B D^ 
fölle auf dessen Diagonale CD von A aus die Senkrechte J £ und wähle 
auf A B den Punkt G so , dass 

ÄGi BGr=:CEiDE', 
dann ist G ein Punkt der Parabelachse und die zu G gehörende Gerade 
HI\\ AE diQ Scheiteltangente. 

Beispiel 6 (Fig. 37). Mit den Radien 0//=a und 0^ = 6 sind 
zwei concentrische Kreise beschrieben und es sei OB -^ 0A\ irgend 
eine durch gelegte Gerade schneidet den 
ersten Kreis in P, den zweiten in Q\ man pro- 
jicirt femer P auf OA^Q auf B^ wodurch die 
Punkte Ä und S entstehen und zieht die Gerade 
Ä5; -welches ist die Einhüllende aller dieser 
Geraden? 



Fig. 37. 




Für OÄ = M, 05= 
chung von RS 



•v hat man als Glei- 



— + — =1, 

UV 



wobei u und v der Bedingung 

a« ^ 6« 
genügen müssen. Bequemer ist es hier, den Winkel AOP=(o einzu- 
führen, wodurch u = acosco, v=:bsinoD wird, und in der nunmehrigen 
Gleichung von RS nämlich 
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-=i 



a cos CO b sin o 

den Winkel co als willkürliche Constante zu betrachten. Differenzirt 
man die Gleichung in Beziehung auf cd und eliminirt nachher w, so 
erhält man als Gleichung der Einhüllenden 



(T)'+(f)'- 



=1. 



Im Falle b=a hat die Linie RS die constante Länge a und es entsteht 
dann die in §. 15 , Aufgabe 10 betrachtete Curve ; im Falle b<C a ist 
die Einhüllende identisch mit der Evolute einer aus den Halbachsen 

aH ^ ab^ 

construirten Ellipse. 

Beispiel 7. Eine Gerade bewege sich so, dass das Rechteck 
aus den Strecken, welche sie von den Coordinatenachsen abschneidet, 
die constante Fläche c^ besitzt; man sucht die Einhüllende jener Geraden. 

Nennt man u und v die erwähnten Abschnitte, so ist die Glei- 
chung der beweglichen Geraden 

X . V 
— + —=1, 

U V 

wobei t^ond v an die Bedingung 

uv=c* 
gebunden sind. Als Einhüllende ergiebt sich eine Hyperbel , welche 
durch die Gleichung 

xy=:^c^ 
bestimmt ist. 



Fig. 38. 



Beispiel 8. In jedem Dreiecke ABC (Fig. 38) liegen bekannt- 
lich der Höhendurchschnitt Ä, der 
Durchschnitt S der Mittellinien (der 
Schwerpunkt der Dreiecksfläche) und 
der Mittelpunkt T des umschriebe- 
nen Kreises in einer Geraden; lässt 
man die Spitze C in einer zur Basis 
A B senkrechten Geraden fortrücken, 
so ändert die Gerade RST ihre Lage, 
und es fragt sich, welches die Ein- 
hüllende von RST ist. 

Die Basis ^j^ sei die Abscissen- 
achse, die zugehörige Höhe OC die 
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Ordinatenachse; ftlr OA^a^ OB=:b^ OC=c sind dann die Coor- 
dinaten 



OD 


R: 


Absc. 


= 0, 


Ordin. 


ab 
~ c' 


»7 
1t 


S: 
T: 


» 
1« 


a+b 

3 ' 
«+Ö 


44 


c 

ab+c* 



2 ' " 2C ' 

und demnach ist die Gleichung der Geraden RST 

(a+b)ct/ = (Zab+c^)x-'ab{a + b). 

Differenzirt man die Gleichung nach c und eliminirt dann c\ so er- 
hält man 

\ 6 / Itab ^ \ 6 / 

Die Einhüllende ist demnach eine Ellipse oder eine Hyperbel , je nach- 
dem der Punkt zwischen A und B oder ausserhalb der Geraden A B 
liegt. Fällt mit einem der Punkte A und B zusammen, so reducirt 
sich die Einhüllende auf den Punkt 0. 

Beispiel 9. In einer Parabel, deren Achse die Abscissenachse 
sein möge, werden die Endpunkte der Abscissen als Mittelpui^te, die 
zugehörigen Parabelordinaten als Halbmesser von Kreisen genommen; 
man sucht die Einhüllende dieser Kreise. 

Setzt man (Fig. 39) AFzr^a, AM=u, 
M N=iv, so ist die Gleichung des aus M mit 
dem Radius it/iV beschriebenen Kreises 

wobei v*=z4au sein muss. Hieraus findet sich, 
dass die Einhüllende durch die Gleichung 

bestimmt, also wieder eine Parabel ist. 

BeispiellO. In einer Ellipse, deren grosse Achse die Abscissen- 
achse sein möge , werden die Endpunkte der Abscisse^ zu Mittelpunk- 
ten, die zugehörigen Ellipsenordinaten als Halbmesser von Kreisen 
genommen ; man sucht die Einhüllende dieser Kreise. 

Sind u und r die Coordinaten eines Kreismittelpunktes, so hat xnan 



Fig. 39. 
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als Einhüllende ergiebt sich hieraus eine concentrische Ellipse, deren 
Halbachsen j/a'+6* und b sind. 

Ein ähnliches Besultat liefert die Hyperbel. 

Beispiel 11. Welches ist die Einhüllende von Kreisen , deren 
Mittelpunkte auf einer Parabel liegen und deren Peripherien durch den 
Scheitel derselben Parabel gehen? 

Sind u und v die Coordinaten eines Kreismittelpunktes, so gelten 
die Gleichungen 

die Einhüllende hat zxir Gleichung 

und ist demnach eine Cissoide , deren erzeugender Kreis seinen Mittel- 
punkt in dem Durchschnitte von Parabelachse und Directrix hat und 
dessen Durchmesser dem Parameter gleichkommt. 

Beispiel 12. Welches ist die Einhüllende von Kreisen, deren 
Mittelpunkte auf einer Ellipse liegen und deren Peripherien durch das 
Centrum der Ellipse gehen? 

Bei derselben Bezeichnung wie in No, 10 hat man 

x* + y* — 2Mar — 2t;y=0, — + — = 1; 
die Einhüllende bestimmt sich durch die Gleichung 

(ir»+y«)«=4(rt«a:*+6V') 
und ist folglich die Fusspunktcurve einer aus den Halbachsen 2 a und 
2 b construirten Ellipse. 

Ein ähnliches Besultat liefert die Hyperbel. 

Beispiel 13. Welche Einhüllende gehört zu Kreisen, deren 
Mittelpunkte auf einem gegebenen Kreise liegen und deren Peripherien 
durch einen festen Punkt der Peripherie des gegebenen Kreises gehen ? 
(Fig. 40). 

Der Mittelpunkt des gegebenen Kreises sei „. ^ 

C, der feste Peripheriepunkt A, femer AC=za, 
AL = Uy LM=zV^ endlich A der Anfang und AC 
die Abscissenachse ; es ist dann 

ar*+y*— 2Ma?— 2ry=0, v^=u(2a-'u). 
Drückt man u und v durch den Centriwinkel 
ACMs=^(o aus, so hat man bequemer 




Digitized by VjOOQIC 



140 Einhüllende Curven und Flächen. 

Für die Einhüllende ergiebt sich hieraus 

dieselbe ist folglich eine Cardioide , deren erzeugender Kreis A B zum 
Durchmesser hat. 

Beispiel 14. Welche Einhüllende entsteht, wenn eine Ellipse 
so verändert wird, dass die Summe ihrer Halbachsen constant bleibt? 

Bezeichnet k die constante Summe, so findet sich für die Ein- 
hüllende 

X +y ^k , 

welcher Gleichung die auf S. 71, Aufg. 10 erwähnte Curve entspricht. 

Beispiel 15. Man sucht die Einhüllende der Fusspunktcurven 
aller concentriscHen Ellipsen , deren Halbachsen eine constante Summe 
geben. 

Ist wie vorhin k die constante Summe der beiden Halbachsen , so 
hat man als Gleichung der Fusspunktcurve 

{x^ + y')* = ö« ic* + (Ä: — «)* y ^ 
und als Gleichung der Einhüllenden 

{a}-^yy=k^x^y^ 
oder in Polarcoordinaten 

Das letztere Resultat kann man auch unmittelbar dadurch erhalten, 
dass man von der Polargleichung der Fusspunktcurve ausgeht. 



§. 26. 
Einhiillende Fläcken. 

I. Wenn in der Gleichung einer Fläche ausser den Coordinaten 
a:, y, z noch ein willkürlicher Parameter vorkommt, wenn demnach 
die Gleichung der Fläche unter der Form 

enthalten ist, so findet man die Gleichung der einhüllenden Fläche da- 
durch, dass man p aus den beiden Gleichungen 

t C^,y,2:,p)=0, ^- =0 

elimihirt. Das Verfahren ist also in diesem Falle dasselbe , wie bei der 
Aufsuchung einhüllender Curven. 
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Aufgabe 1. Eine Ebene schneidet auf den Achsen der x^y^z 
der Reihe nach die Strecken p^g^c ab, von denen die letzte constant ist, 
während p und q eich so verändern , dass ihr Product den constanten 
Werth k^ behält ; man sucht die Einhüllende aller derartigen Ebenen. 

Die Gleichung der veränderlichen Ebene ist 

p^ k'^ C^' 

und hieraus findet sich als Gleichung der einhüllenden Fläche 

Letztere ist demnach ein Kegel zweiten Grades, dessen Mittelpunkt 
die Coordinaten 0, 0, c besitzt. 

Aufgabe 2. Eine durch den Coordinatenanfang gehende Ebene 
schneidet die ay- Ebene in einer Geraden, welche mit der a;- Achse 
den Winkel a bildet , ebenso die xz- Ebene in einer Geraden , welche 
mit der ü?- Achse den Winkel ß einschliesst ; man verlangt die Ein- 
hüllende dieser Ebene für den Fall, dass sich die Ebene dreht, wäh- 
rend die Winkelsumme a+ß den constanten Werth y behält. 

Unter Voraussetzung eines rechtwinkligen Coordinatensystems ist 
die Gleichung der veränderlichen Ebene 

X'—ycola — zcol{y — a) = 0] 
betrachtet man a als veränderlichen Parameter, so erhält man als 
Gleichung der Einhüllenden 

[xstny — (y-{-z)cosyY=^yz. 
Dieser Gleichung entspricht ein elliptischer Kegel. 

Aufgabe 3. Eine Ebene schneide auf den Coordinatenachsen 
die drei Strecken ab 

J!_ _ü_ _J!_ 

a+t' b+i' ^r 

wobei a , ft , c gegebene Linien , i eine veränderliche Linie bedeuten ; 
man sucht die Einhüllende aller solcher Ebenen. 

Die Gleichung der Ebene ist 

(a + Ox+(b+t)y+{c+t)z^t' 
und die Gleichung der Einhüllenden 

(x+y+zy+^{ax+by + cz)=0. 
Die hiermit bestimmte Fläche ist ein parabolischer Cylinder. 
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Aufgabe 4. Man sucht die Einhüllende aller Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf einer gegebenen Parabel liegen und deren Oberflächen 
durch den Scheitel derselben Parabel gehen. 

Nimmt man die Ebene der Parabel zur a:y- Ebene, ihre Achse zur 
0?- Achse und stellt die Gleichung der Parabel in der Form v*=2bu 
dar, so ist die Gleichung der veränderlichen Eugelfläche 

a;*+y*+z' — j-x—2vy=0; 

für die Einhüllende ergiebt sich hieraus 

Aufgabe 5. Man sucht die Einhüllende aller Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf einer gegebenen Ellipse liegen und deren Oberflächen 
durch den Mittelpunkt derselben Ellipse gehen. 

Verfährt man ähnlich wie bei der vorigen Aufgabe, so hat man 
als Gleichung der veränderlichen Kugelfläche 

wobei u und v der Bedingung 

genügen müssen. Als Gleichung der Einhüllenden ergiebt sich 

A u f g ab e 6. Ein durch die Gleichung 

a b 
bestimmtes hyperbolisches Paraboloid werde von einer Ebene ge- 
schnitten, welche den festen-Punkt aßy enthält und demgemäss zur 
Gleichung haben möge 

J»/(j?-a) + iV(y-|S) + z-y=0. 
Der Schnitt ist im Allgemeinen eine Hyperbel, deren Asymptoten- 
winkel mittelst der Bemerkung gefunden werden kann , dass zwei in 
der Schnittebene vom Punkte aßy nach den unendlich entfernten 
Hyperbelpunkten gezogene Gerade einen dem Asymptotenwinkel glei- 
chen Winkel einschli essen. Setzen wir nun in den Gleichungen beider 
Flächen 

X:=zCt'\'rcos(p^ y = ß'\'rcos^y 2:=y + rco5x, 

wobei r die Entfernung der Punkte aßy und xyz bedeutet, so haben, 
wir gleichzeitig 
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a b =^(y+^^^^x)» 

Mcos (p + Neos rff + cos % = 0. 
Dividirt man die erste Gleichung durch r' und lässt dann r unendlich 
werden , so entstehen die beiden Gleichungen 

cos*(p cos^'^^f. 
a b 

Mcosfp+Ncostp'^'Cosx^Oi 
und diese drücken die Bedingungen aus , welchen die Richtungswinkel 
V> ^) % genügen müssen, wenn der Punkt xyz ein unendlich ferner 
Hyperbelpunkt sein soll. Da die erste Gleichung quadratisch ist, so 
giebt es zwei derartige Richtungen (Pi^/^i^i und qpj^25fi» ^^ welche 
man findet 

cos ' 
cos ( 



> q)i r a cos (p^ f et 



Der Winkel zwischen beiden Richtungen bestimmt sich durch die Formel 

cos G}=cos <p, cos <p2 -|- cos 1^, cos 'ipz + cos Xi cos iz 
= cos <p , cos (p2 + cos t^, cos If/j 
+ (M cos g>i -\- Neos if;^ ) (M cos g>i + N cos t/;,) 



oder 

cos CO 



\ \eos g?, cos qp2/ 

^ coscpx cosq^iS 

d. i. zufolge der vorhin angegebenen Werthe 

fl(l + Jlf«) — ftCl + iV^) 
cos Giz=cosq)i cos g?8 — ^^ ^ -. 

Im Falle « (l + itf«) = 6 (1 + N") oder n 

aM^^bm=^h—a 
wird a)=^7i; die vorstehende Gleichung ist also die Bedingung dafür, 
dass die Ebene 

mit dem Paraboloide einen gleichseitigen hyperbolischen Schnitt 
bildet. 

Lässt man die Ebene sich so um den festen Punkt drehen, dass 
ihre Schnitte mit dem Paraboloide immer gleichseitige Hyperbeln blei- 
ben^ so erhält man für die Einhüllende aller derartigen Ebenen 
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a h ^'T=:b~'^' 

dieser Gleichung entspricht ein elliptischer Kegel. 

Aufgabe 7. Die beiden Hyperboloide und ihr gemeinschaft- 
licher Asymptotenkegel können durch die eine Gleichung 

(T* y^ 2* 

dargestellt werden , wobei f = + 1 dem einfachen Hyperboloide , f = 
dem elliptischen Kegel, £= — l dem getheilten Hyperboloide entspricht. 
Für den Schnitt der einen oder anderen dieser Flächen mit einer durch 
den festen Punkt aßy gehenden Ebene hat man ausser der obigen 
Gleichung noch die folgende 

^(jj — a) + iV(2^ — j5) + 2:— y=0. 
Wie bei der vorigen Aufgabe findet man leicht, dass die Richtungs- 
winkel qp, 1/;, X einer von aßy nach einem unendlich entfernten Punkte 
des Schnittes gezogenen Geraden an die Bedingungen 
cos^ q> cos^ t/; cos^ % 

Mcosq)+ Ncosxi; + cos%=0 

cos it' 

gebunden sind ; für das Verhältniss , welches kurz mit k bezeich- 

cos (p 

net werden möge , folgt hieraus die quadratische Gleichung 

deren Wurzeln A, und Xf heissen mögen. Der Winkel ca zwischen den 
entsprechenden Richtungen gpj i/^i Xi ^^^ ^'i 'V'i X« l^estimmt sich durch 
die Formel 

cos(o:=^cos(piCOS(p^\l+M'+MN(Xi+X^) + (]+N')XiX^\; 
zufolge der Bedeutung von A, , X^ und unter Einführung der Abkür- 
zungen 

ergiebt sich weiter 

cosa,==cos(p,cos(p, -^^j^^^^-—y . 

Die Gleichung 

AM^+BN^=C ' 

ist hiemach die Bedingung dafür, dass die Ebene 
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mit der einen oder anderen der vorhin genannten drei Flächen einen 
gleichseitig -hyperbolischen Schnitt bildet. 

Für die Einhüllende aller derartigen, durch den Punkt aßy gehen- 
den Ebenen erhält man die Gleichung 

welcher ein elliptischer Kegel entspricht. Ist gleichzeitig c>a und 
c > 6, so existiren überhaupt keine gleichseitig-hyperbolischen Schnitte, 
und dann bedeutet die obige Gleichung keine Fläche mehr. 

II. Wenn in der Gleichung einer Fläche zwei von einander unab- 
hängige Parameter p und q vorkommen , so findet man die Gleichung 
derjenigen Einhüllenden, welche den gleichzeitigen Aenderungen von 
p und g entspricht, dadurch, dass man aus den Gleichungen 

Fi^ ^^' ' dq ■"" 

die Parameter p und q eliminirt. 

Aufgabe 8. Eine Ebene bewegt sich so, dass die Strecken, 
welche sie auf den Coordinatenachsen abschneidet, eine constante 
Summe haben; man sucht die Einhüllende dieser veränderlichen Ebene. 

Bezeichnet man die Achsenabschnitte mit u^Vytv, ihre constante 
Summe mit c, so ist «-^c — m — », mithin die Gleichung der Ebene 

U V C — U — V 

Die veränderlichen Parameter sind hier u und v ; für die Einhüllende 
ergiebt sich die Gleichung 

Die Aufgabe lässt sich auf folgende Art verallgemeinem. Eine 
feste Ebene schneide von den Coordinatenachsen die Strecken <i,fe,c ab; 
man projicirt jeden Punkt dieser Ebene auf die drei Coordinatenachsen 
und legt durch die drei Projectionen eine neue Ebene. Die Einhüllende 
der letzteren hat zur Gleichung 

Aufgabe 9. Eine Ebene bewegt sich so, dass das Parallel- 
epiped aus den Strecken, welche sie auf den Coordinatenachsen ab- 
schneidet , den Constanten Inhalt c* besitzt ; man sucht die Einhüllende 
dieser Ebene. 

Schlö milch, Ueban^«bach, JQ 
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Die Gleichung der gesuchten Fläche ist 

Aufgabe 10. Jeder Punkt eines EUipsoides werde auf die 
Achsen desselben projicirt und durch die erhaltenen Projection^n eine 
Ebene gelegt ; man sucht die Einhüllende aller dieser Ebenen. 

Die Gleichung der veränderlichen Ebene sei 

U V TV 

die Abschnitte M,t',w sird dann an die Bedingung 
gebunden. Hieraus folgt als Gleichung def Einhüllenden 

(7)'+(i)'+(i)'-'- 

Aufgabe 11. Die Berührungsebene im Scheitel eines ellipti- 
schen Paraboloides sei die a;y- Ebene, die beiden Hauptebenen des 
Paraboloides mögen die übrigen Coordinatenebenen sein; jeder Punkt 
der Fläche werde auf die drei Coordinatenachsen projicirt und durch 
die Projectionen einer Ebene gelegt; mqji sucht die Einhüllende die- 
ser Ebene. 



Die Gleichung der veränderlichen Ebene sei 

u 
wobei Uj ?', w der Bedingung 



U V ?v 



t/2 



■ + — = 2?v 
a 

genügen müssen; die Gleichung der IQinhüllenden ist 

Aufgabe 12. Welches ist die Einhüllende aller Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf einem dreiachsigen EUipsoide liegen und deren Ober- 
flächen durch den Mittelpunkt desselben EUipsoides gehen ? 

Sind w,t',;t' die Mittelpunktscoordinaten einer solchen Kugel , so 
hat man als Gleichung der letzteren 

ar^-fy'^ + z^ — 2Mrc — 2«?y— 2;i': = 
und hierzu die Bedingung 

li^ _i_ ^' _j_ ^'^ 
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Daraus ergiebt sich 

die Einhüllende ist demnach die Fusspunktfläche eines aus den doppel- 
ten Achsen construirten EUipsoides. 

► Aufgabe 13. Welche Einhüllende gehört zu Kugeln, deren 

Mittelpunkte auf einem elliptischen Paraboloide liegen und deren 
Oberflächen durch den Scheitel desselben Paraboloides gehen? 
Bei ähnlicher Bezeichnung wie vorhin ist ^ 

1/» , v^ 
T + T = ^'^' 
daraus ergiebt sich 

Die Einhüllende ist demnach die Fusspunktfläche eines aus den doppel- 
ten Parametern construirten elliptischen Paraboloides. 

Aufgabe 14. Ein dreiachsiges Ellipsoid verändert sich so, dass 
die Summe der Halbachsen den constanten Werth k behält; man sucht 
die Einhüllende, 

Als Gleichung der letzteren findet sich 

2 2 9 S 

x^+y^+z^ = k^', 
die Einhüllende kann daher nach Aufgabe 10 auch aus einer mit dem 
Radius k beschriebenen Kugel hergeleitet werden, was geometrisch 
unmittelbar einleuchtet. 

Aufgabe 15. Welche Einhüllende gehört zur Fusspunktfläche 
eines dreiachsigen EUipsoides, dessen Halbachsen die constante Summe 
k haben. 

Aus der Gleichung 

erhält man 
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§.27. 
Die Formen -S^, oo — oo und -. 

L Wenn die Functionen g> (x) und ^ (a) für den speciellen Werth 
Xz=a gleichzeitig verschwinden, so erhält der Quotient -^i die viel- 

deutiffe Form —7-^ = — ; der wahre Werth dieses Bruches findet sich 
^ ^l}{a) ' 

dann mittelst des Satzes, dass unter den angegebenen Umständen 

ist. Falls wiederum q)' {a) = und zugleich i^'(ö) = sein sollte, muss 
derselbe Satz zum zweiten Male angewendet werden u. s. f. 

Beispiel 1. Es sei 

y=^ ^ -y 

X — a 

für x=^a wird y= — =m(a — ft)»»— '. 

ON a?«+5.r+ 6 ^ 

für a:==— 3 wird v= -r =•— !• 
u 



3) y TT-zsi . 



__l-- (m + l)f"'+>yta;*"+^ 
* 2 
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7) 



. ]/a+bx-ya+b 
j y , — . — - — ) 

für x=i wird w= — = - i^ — J— . 
-^0 c^ a+b 

5) y=- v=f— 5 

l — J/x^ 
filr a?= 1 wird y = — = »^«. 

^. jf^a + ^x + ca;' — l/rt — 6ic + car* 
6) y= - -;_! '^ 

ya+ßx — ya—ßx 
für a;=0 wird y= — = --. l/ — . 



für a;=0 wird «=— =2m. 
^ 



81 (/l +^»+a^)" + (/rT^-a^)"-2 

für a*=0 wird t/= — ^w*. 

9) y=-^5 

für x=0 wird y= -— =/a— /6. 

10) 2^= ^^ ; 

für x=za wird t/= — = 1. 
^ 

11) 2/=-^ ^-,^ 

. , 

für j?=l wird v=^ — =m. 



1 

für x=r\ wird t/=— = — r— . 
^ m+1 
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13) »= 



15) 



e*' — 1 



. 1 

flir ar=0 wird V= T =*'^' 
^ 



14) y= 



. :. 1 

fllr a:=0 wird i/= — =-r-« 
^ Ar 

fUr a;=:0 wird y= - = |. 
.^. i—cosx — Icosx 

16) y= -i ; 

filr a?=0 wird v= — = 1. 
1 — rös (fi arc sin x) 

17) j^= j^-^r^ ; 

flir x=0 wird y = --=^fjL^, 



ftlr J?=0 wird y=-- = |. 



^^ l + 2co^x — Zl/cos2x 



fllr ic=0 wird y= — =|. 
^ 1 _ 5 sm* a? + 4 coar" a? — 5 j/cos^2x 



20) y = 

flir aj=0 wird y = — = — i^^. 

II. Wenn die Functionen F{x) und /*(a;) ftlr a;=a gleichzeitig 
unendlich werden, so erhält die Differenz F{x) —f(x) die unbestimmte 
Form 00 — 00; den wahren Werth derselben findet man dadurch, dass 
man die Differenz in einen Bruch verwandelt z. B. mittelst der iden- 
tischen Gleichung 



Digitized by VjOOQIC 



Bestimmung der Werthe vieldeutiger Ausdrücke. 151 



L L 

/{x)-Fix) 



1 



fix) Fix) 
und diesen , wenn nöthig , nach der vorigen Regel untersucht. 

21) ,_ « ^ ^ . 

23) 



ftlr ir=0 wird j=oo — oo = f . 
25) z=^7ssecx—xtanx; 

tüx x^^n wird 2=00 — 00=1. 



26) 
27) 

28) 
,29) 

30) 





\—x 


tt i_a:Ö' 




r x = \ 


l wird z = 


= QO — QO=4(0f — 


.|3), 




1 

'=rx- 


a 




Ülr X 


= 1 wird 


2 = 00 — QC= Jof. 






__ 1 

X 


1 




ÜXrx 


=0 wird 


2r=00 — 00= J. 






2 


a: 







2=—; — co^iT: 




für 


x=0 wird 2 = 00 — 00: 

2 4-00505 3 

2= — ,-^ — — — r» 
x^sinx a?*' 


_^2 


ftlr 


a?=0 wird 2=00 -- oo: 


=«V. 




15 — 6a?' 

y — m/T» • 





07(15 — a;*)' 
ftlr a:=0 wird 2 = 00 — 00=0. 



3a:* — o:* X^arctanx'* 
ftir j; = wird 2=00 — 00=^. 

— 2-j;i/i — ^' 1 

3a?* ^ x^ aresin x'* 



ftir a!?=0 wird 2=500 — qc= 



18 IT* 
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III. Wenn die Functionen f{x) und F(x) für ir=a gleichzeitig 

unendlich werden , so erhält de» Bruch -^^ die vieldeutige Form ^ ; 

der wahre Werth desselben findet sich dann nach dem Satze, dass 
unter den angegebenen Umständen 

F{a) F\a) 
ist; die Methode zur Bestimmung des wahren Werthes eines vieldeuti- 
gen Bruches bleibt also bei der Form ^ dieselbe wie bei der Form — . 
o1^ c — lx 

31). ^=V^' 

a+ — 

X 

fttr a;:^0 wird y = -^ = 0. 
'^^^ ^~ logie'-e-y 



33) 



36) 



für x=a wird u='S.= y. 
lan X 



«+ ' 



K—2X 

2 

2 '' oü "^ 



für a;=- Wird y=^ = -f. 



^ a + blogsmx' 



fttr a:=0 wird y = g- = — . 

y = ; 

a + bloglarifAX 

für ^ = wird y=g-^ -L. 



36) y=^, m>0; 

flir a?=ao wird y = ^=0. 

37) - y=,-^. «>0; 

für a: = Go wird y=^ = 0, 

' GO 

xP 

38) y=,"^' ^>^> '^>^5 

fürx=oo wirdy = 50_— 0, 



00 
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39) t/= 



a + ßx ' 
für x=QO wirdy = ^ = - 



40) 




ftlr ir=oo wirdy = ^==: 



ß 



§.28. 
Die'Fomen O.oo, 0», qo^ und 1*. 

I. Wenn für a;=<i gleichaeitig q){cc) verschwindet und f{x) un- 
endlich wird, so erhält das Product fp{x).f{a) die Form O.oo; den 
wahren Werth desselben findet man dadurch , dass man (p {x) . f{x) in 

einen Quotienten verwandelt, welcher für a:=rt entweder die Form — 

oder die Form ^ annimmt; dem ersten Falle entspricht die Umwandlung 

,,(.). /•(a,)=-^, 

der zweite Fall entsteht durch 



vW./'W=^ 



41) z=xPl(^y p>l; 

für a:r=0 wird z=z=:0 . 00 =0. 

42) Zz=2(n^2x^tanx; 

für x^^Tt wird z=0 . od =2. 

2 

für a: = a wird z=0 . oo = — . 

n 

44) z={e*'^e^)ian- — ; 

nir x=a wird 2=0 . oo — — e**, 

n 
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45) 


Z = lCOSiC , COiX] 

für a?=0 wird z = . oo =0. 


46) 

47) 


für £r=0 wird t=0 . oo =1. 

Zz=arcsinx ,cotX\ 
für a?=0 wird 2=0. oo =1. 


48) 


X ^ 7CX 

z = arccos — . tan — ; 
a 2a' 

für x=a wird z=0.qo = oo. 


49j 


'^-a+ß.^-'^'^+'^y^ 




fttr£r=QO wird z=0.QO = -5- 

P 


50) 


z:=sin — . /(a+6e*); 



für a?=QO wird 2=0 . 00 =c. 

II. Wenn die Potenz [fix)]^^"^^ für j?=a eine der Formen 
0^, 00^, 1* annimmt, so benutzt man die Gleichung 

und untersucht den Exponenten lf{x) . qp {x) nach den im vorigen Ab- 
schnitt gegebenen Begeln. 

51) u=x*; 

für x=0 wird ^=^^=;i. 
i_ 

52) M=a:«+ft^x; 

j_ 
für x==:0 wird w=0®=e'* . 



53) u=xi(^ -i); 

für a?=0 wird Uz:-0^=' /?. 

c 

für a:=QO wird w=0^=c^. 

55) V=:X ' ; 
fÜra?=^QO wird»=QO^=l. 

56) t; = (a + 6e'««*)»-2*; 
für j?=|7r wird t;=<X)®=^, 
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57) 


1 




m 

fttr j:=oo wird t; = Qo®=c^. 


58j 


fv-=[lan(l7t+lx)yotx. 




fttr x=zO wird w=l*=e. 


59) 


2 




für «=4« wird w=l'' = e^. 


60) 


«,= (co,^^)'; 




fUr a:=oo wird w=l* =€". 




§. 29. 




Differentialqnotienten von der Form ^. 



Wenn aus einer Gleichung zwischen a: undy, etwa f{x^y)=0^ 

der Differentialquotient — nach der Formel 
dx 

dy __ dx 

dx'^" "dT(^7y) ' 

dy 

entwickelt ist, so kann es geschehen, dass fllr specielle Werthe x=a^ 
y = b (welche selbstverständlich der ursprünglichen Gleichung genügen 
müssen) Zähler und Nenner des rechtsstehenden Bruches gleichzeitig 

verschwinden , also — = — wird. Man wendet dann wieder die in 
' ffx 

§. 27 , I erwähnte Regel an , wobei aber nicht zu übersehen ist , dass 

der unbekannte Werth, welchen-— für x=a und w=6 annimmt, 

dx 

möglicherweise auch unendlich gross sein kann. 

1. Aus der Gleichung 

x^—Zcxy+y^=^0 
folgt 

dy _ c y^x^ 
dx n^ — ex ' 
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welcher Ausdruck für a? = und y=0 in — übergeht. Differenzirt 

man rechter Hand Zähler und Nenner flir sich und setzt zur Abktir- 

dy 
zung -7-=^ , so hat man 

, cy "ix 
und durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung 



y =5 L-i z. 

2y 



oder , wie man leicht findet , 



Die wirkliche Einführung der Werthe a; = und y=0 giebt nun 
y'=0, y'= + Qo. 

Eine Modification dieses Verfahrens beruht auf der Bemerkung, 
dass der Quotient — für o'zsO und y=0 denselben Werth annimmt, 

X 

y 

wie j/'; bezeichnet man nun — mit t und setzt in der allgemeinen 
Formel 

^ '^y^—cx 
y=xl^ so erhält man 

Für x=0 wird hieraus, wenn man q den gemeinsamen Werth nennt, 
den für diesen Fall / und y' annehmen, 

und dieser Bedingung genügen ^'=0 und q='\-co , 

fttr a:=rrO und y=0 erhält y' die Werthe und 4:^ • 

3) ' (x'+y7=^*^y; 

für x=0 und y=0 erhält y die Werthe und + oo . 

4) (y*— a:*)*=fla?'— 6x^*; 

für x=zO und y=0 erhält / die Werthe +y-r- und + oo . 
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für x=0 und y=0 erhält y die Werthe +_]/ — und +00 . 

6) y4 + (^^. + ^.)y.^ft2^. 

für a?=0 und ü = erhält y die Werthe + — . 

— a 



§.30. 
Zwei aUgemeine Sätze. 

Nach §. 27 , III und mit Hülfe der bekannten Relation 
9(j:+ä) — (p(a;)=Äcp'(a: + 6Ä), 
worin £ einen positiven echten Bruch bedeutet , lässt sicji sehr leicht 
folgender Satz beweisen : Wenn (p (x) gleichzeitig mit x ins Unendliche 
wächst und <p(ir + l) — 9?(ic) gegen eine bestimmte Grenze convergirt, 
so ist für a:=QO 

Hiernach ergeben sich z. B. die Grenzwerthe 

c 
, cot — 

r- ^^ ^ r- X i 

Ltm — =0, Lim 



X X c 

Die Substitution (p (o*) =/i/; (a?) führt zu dem weiteren Satze : Wenn 

1/; f a: + 1 ) 
tp {x) gleichzeitig mit x unendlich wächst und — -—r—<r- gegen eine 

'i\>(X) 

bestimmte Grenze convergirt, so ist für a:=QO 

Hieraus ergeben sich die Grenzwerthe 

Ztm(^a?^j = l, Lim\{a + bc')^\=:r^ r>l. 
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Maxima und Minima der Functionen. 

■ §. 31. 
Maxima nnd Minima der Functionen einer Yariabelen. 

Eine Function f{x) erreicht jedesmal einen Maximalwerth oder 
einen Minimalwerth , sobald ihr Differentialquotient f'(x) sein Vor- 
zeichen wechselt, und zwar ist f{a) ein Maximum, wenn f'ix) an der 
Stelle x=a vom Positiven zum Negativen übergeht, d. h. wenn för 
unendlich kleine S gleichzeitig 

r(a-ö)>0, f(a + (^)<0 
ist; dagegen bildet /(«) ein Minimum^ wenn f' ix) an der Stelle ic=a 
vom Negativen zum Positiven übergeht, d. h. wenn die Ungleichungen 

f'ia-ö)<0, f'(a + d)>0 
zusammen stattfinden. 

Falls /*'0r) sich stetig ändert, kann/"(a?j sein Vorzeichen nur 
mittelst Durchganges durch Null wechseln, d. h. es muss f'(a) — 
sein ; man hat daher diejenigen Werthe von x aufzusuchen , für welche 
f'(x)=0 wird. Ist a ein solcher Werth, so bedarf es dann noch der 
Entscheidung, ob /"(«) ein Maximum oder Minimum von f(x^ dar- 
stellt. Meistentheils reicht hierzu der zweite Differentialquotient hin ; 
f(a) ist nämlich ein Maximum oder ein Minimum , je nachdem /" » «) 
negativ oder positiv ausfällt. Wenn aber f" («)=0 ist, so muss man 
die höheren Differentialquotienten von f(x) zu Hülfe nehmen; die 
Eegel ist dann: ein aus der Gleichung f'(x) = bestimmter Werth 
x=a macht f(x') nur dann zu einem Maximum oder Minimum., wenn 
in der Reihe der Differentialquotienten f" (x), /'" (x) etc., der erste für 
x=,a nicht verschwindende Differentialquotient von gerader Ordnung 
ist, und zwar bildet f{a) ein Maximum oder Minimum, je nachdem der 
genannte Differential quotient für i = a negativ oder positiv ausfällt. 

Wenn /" (x) keine stetige Function von x ist, so kann /" (a?) sein 
Vorzeichen plötzlich ändern (z. B. mittelst eines Sprunges von — conach 
+ Qo) ; solche Stellen bedürfen einer genauem Untersuchung , nament- 
lich müssen dann /"(a — d) und f(a + d) besonders discutirt werden. 
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Beispiel 1. y=:x(2a—x)'^ 

fth^ ^r=a wird y^=^a^ ein Ma:dmum. 

2) y=:rc(a«-j;'); 

flir Xz=z 7= wird y= ._ ein Minimum, 

;; . «^ * :. . 2a» . ^^ . 

für (F=+— =L wird «=-| 7= em Maximum. 

/3 3if/3 

3) y=x(ä-.ity', 

für £r=ya wird y=^a^ ein Maximum, 
für a;=a wird y = ein Minimum. 



4) »=^+^5 

für a:=a wird y=2a Mn Minimum. 

für x=a wird y=3a'* ein Miiiimum. 
6) y=ö!^+Zäx^+Zßx; 

für a:=-a + ^^^^ wird y=a(2a'_3^) + 2/(V17y : j Lt^, 
wobei a*— jS>0 sein müss. Im Fallö a'— /5=0 hat y weder ein Maxi- 
mum noch ein Minimmfi. 

_ X 

ü,. — ,/-^ . j 1 ( Minimum, 

fttra?=^j//J wirdy=— ^: — 7^' \ 

ttl\~2yß I Maximum, 

wobei |3>0 sein muss. Für /3=0 besitzt y weder ein Maximum noch 
ein Minimum. 

für a;=yqpi/ö7+Hy wird y= ^ | ^'^• 

a + 2Y + 2j/ay + ß+f ) Max. 

wobei «/+/? + y*>0 sein muss. Im Falle cyy+/3 + y'=0 hat y weder 
ein Maximum hoch ein Miiiimuifi. 



9) y=:X+j/a(^a—x)', 

für a;=Ja wird y=Ja ein Maximum. 
10) y=X'-ya(x^ä)'^ 

für j?=|a wird y=^a ein Minimum. 
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11) y=V€c + fx+yX', 

für fl?== " ^ J wird y= - ^ \, ^ 

ein Maximum oder Minimum , je nachdem ß y negativ oder positiv ist. 

12) y=.ya+ßx'-\-yx', ^ 

/« -i/aCß — v^) I Minimum, 

pZr^2\ wird y^.+ y^f' ^ ' 1 M • 
j5(jS — y*) ^ * '^ /5 (Maximum, 

wobei ocß{ß—y^) positiv sein muss. 

13) y=^Ä.; 

ein Maximum oder Minimum , je nachdem a ß positiv oder negativ ist. 



für a;= i^ -3 wird y=y - — -— — ^ 
'^ bß ^ f" ah 

ein Minimum oder Maximum, je nachdem bß positiv oder negativ ist. 

Die Grössen 0, und /;, dienen zur Abkürzung, nämlich 

s. 8. — 

a, = j/aa, bi=ybß. 

15) y=2x + ^p^b{X'-a)\ fc>0; 

für a; = a— 6 wird y=2a + b ein Maximum, 
j, a; = a „ y=2a „ Minimum. 



16) y=2ic — 3^6(a?— ß)% ft >0; 

flir a?=a wird ^=2« ein Maximum, 
„ a;=a+6 „ y=2a — 6 „ Minimum. 



17) 



, ^/(2ax—x^y ^ 
y^^ + y- ^~^' ^'>^5 

für ir=0 wird y=ö * ein Minimum, 
,, 0?=« „ y = 6+a „ Maximum, 
„ a:=2a „ y=6 „ Minimum. 



18) y = j/bx'+j/c(x^a)\ 6>0, c>0; 

'> — 
flir x=0 wird y=ya^c ein Minimum , 



ö/> 



„ ^=^t:^ »» y=/aH^+c) „ Maximum, 
„ 0?=« „ y=}/u^b „ Minimum. 
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19) y=^yha^-^yc{x^ay, 6>c >0; 

für a;=0 wird y=— ]^^^ä*c ein Minimum, 
n y=+j/^b „ Maximum, 



x=-a 



üb • / 

„ a?=^ „ t/ssya^(b—c) „ Minimum. 

20) y=a;"»e"*, w>0; 

für a?=m wird y=i — j ein Maximum. 

£ 

21) y = 6e«~.T; 

fllr ar=r</(— -j wird y=^ J '""Ht/I ®^^ Minimum, 
wobei a b positiv sein muss. 

22) '^ y=^'"^(^); 

ftlra:=— — wird v= ein Maximum oder Minimum, 



me 

gm 



je nachdem m positiv oder negativ ist. 
23j y = x-', 



1 
1 / 1 \ 

ftir; 



■ a?= — wird y = ( — ) ein Minimum. 



1 



24) y=a?*; 

für a? = p wird t/=e^ ein Maximum. 

für a?= — wird y=e ^ ein Maximum. 

26) ,= (^)% 

fttr o; = // e wird y=:e''^ ein Maximum. 

27) y = .VI// ir . sin (cc + x) ; 

fOir X:=in%~.\a wird j/= ^5m*^a ein Minimum, 

„ a?=W7r+^(7t— a) „ y^=^+co^\ci „ Maximum, 

wobei w eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 

Schloinilch, Uebungrgbach. W 
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28) y=Äma:.005(a+a:); 

für x=^nn—^n — \€t wird y=— 5fV(j 7c + ^-a) ein Minimum, 
„ x=^nn'\-^n—^a „ y=+m^(Jw— ^a) „ Maximum. 

29) y=coix,tan(x—a)^ 0<a<;w; 

fttr ir=(w + j)7r+^a wird y = ian^ (J tt — ^ a) ein Maximum , 
„ a?=(n--;J)7r+55a „ y=tan^{lTt + \a) „ Minimum. 

30) y=:^sinxcos^x\ 

ftir a?=(2n— ^)7r wird y=0 ein Maximum, 
» ^=f(2«+4)^ jj y=0 „ Minimum; 

wenn ferner zur Abkürzung apctan --==d' gesetzt wird, so ist 

1/2 

2 
fttr x=z2nn+d^ und flir a?=;(2w + l) jt — ^, yi=H _ ein Max., 

2 
für a:=32w3r— -ö" und für a;=r2n + l)7r + '9-, y== =^einMin. 

31) ^=^('^^'*''^+i)' «>*>Ö5 

flir a:=(2n + 4)7r wird y=+ii(a + b) ein Maximum, 
„ j:=(2n— J)7r „ y==—^(a + b) „ Minimum; 

j^-^ = ^ist,: 

für x=:2nn+^ und für a?=(2n+l)jr— ^, y=+}/äb ein Min. 
„ a;=2n3r— <^ „ „ ir=(2« + l)7c+^, y=—j/ä^ „ Max. 

32) y=^(atoy2a: + 6co^jr), a>0, 6>0; 

bezeichnet man arctan 1/ — mit d^ , so wird 

für a;=n3r+^, y = + ^« ^ ein Minimum , 
„ a?=W7r— -^^ y^zz — j/ab „ Maximum. 

33) y = e^ 5«n (x — a) ; 

für a? = (2n — ^)7r + a wird y= ;= e ein Minimum, 

]/2 

1 (2« + %)^+« 

„ a:=(2w + f);r+a „ y= + --^e „ Maximum. 

/2 

34) y=:^e''[xsin(x+ci) + {l^x)cos{x + a)]'^ o>0; 

für ir=0 wird y=zCosa ein Minimum; 
farjr=r(2n + l);r — awirdy = [(2« + l)7r— a— l]^<2n+i)w-aeinMax., 
für x=2n7C—a wird y=— (2n7r — a— l)«^'*'^-« ein Minimum. 



wenn femer aresin 1/ — = 8' ist, so wird 
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35) y=xarcsinx + j/l^x^\ 

für a;=0 wird y=l ein Minimum. 

36) y=x arclanx—ll(^{+x^)', 
für a:r=0 wird y=0 ein Minimum. 

37) y=xarcian — +^lO+oo'y, 
fCir 05=0 wird y=0 ein Minimum. 

für ir=0 wird t^ = J ein Maximum, 
„ a;=l „ y=z^ Kit— 2) ein Mmimum. 
9x + lX!^ 

für a;=— /a wird ^=— (|/3 —^n) ein Minimum, 
^^ a;= + ^F „ y=^/3 —^TT ein Maximum. 

40) y=-X____; 

für ir=— 1 wird y=i(jr + 2) ein Maximum, 
^^ xr=0 wird y^l ein Minimum, 
^^ a;=+l wird y=i-(7i + 2) ein Maximum. 



§.32. 
Geometrisclie und pliyslkalisclie Aufgaben. 

1. Es ist ein Dreieck /iBC und auf der Seite AB der Punkt -P 
gegeben; man soll die Transversale QR\\AB so legen, dass der 
Flächeninhalt des eingeschriebenen Drei- 
ecks PQR ein Maximum wird (Fig. 41). 

Das Maximum tritt ein, wenn die 
Höhe des Dreiecks PQ R gleich wird der 
halben Höhe des Dreiecks ABC, also 
BS=ICD'^ es ist dann 

APQR=iAABC. 

2. Es ist ein Kreis und ein Peripherie- 
punkt P desselben gegeben; man soll die Sehne QR parallel der 
Kreistangente PT so legen, dass der Flächeninhalt des eingeschrie- 
benen Dreiecks PÖÄ ein Maximum wird (Fig. 42). 

11* 
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Fig. 42. 




Fig. 43. 



E 



Das Maximum tritt ein , wenn die' Entfernung der Sehne vom 
Punkte P gleich wird J des Kreisdurchmessers 
und es verhält sich dann die Dreiecksfläche zur 
Kreisfläche wie | ^ 3 in. 

Im Wesentlichen bleiben diese Resultate 
ungestört, wenn man an die Stelle des Kreises 
eine Ellipse setzt, nur ist dann statt des Kreis- 
durchmessers derjenige Ellipsendurchmesser 
zu nehmen, welcher die zu PJ parallelen Sehnen halbirt. 

3. Durch die Ecke C des gegebenen Rechtecks AC B D soll eine 
Gerade , welche die Gegenseiten AD m E und ß D m F schneidet , so 
gelegt werden , dass AE-^- BF ein Minimum wird, 
(Fig. 43). 

Das Minimum tritt ein, wenn A E=B F gleich 
dem geometrischen Mittel zwischen den Recht- 
eckseiten A C und B genommen wird. 

4. In den Endpunkten einer gegebenen 
geradlinigen Strecke A B sind auf letzterer Senkrechte A E und B F nach 
derselben Richtung gezogen; innerhalb des Raumes EAB Fist noch ein 
Punkt C gegeben ; durch diesen soll man eine Gerade legen, welche A E 
in M und BF in N so schneidet, dass das geome- 
trische Mittel zwischen A M und BN ein Minimum 
wird (Fig. 44). 

Man erhält die gesuchte Transversale, wenn 
man BC bis zum Durchschnitte L mit AE ver- 
längert und den Mittelpunkt M des Abschnittes 
AL mit C verbindet. Ist D die Prpjection von 
C auf A B^ so gelten hierbei folgende Beziehungen 



B 



JE.^ 



Fig. 44. 



sr 



J) 



B 



LCDM=LCDN, }/aJ) . BD .^AM . BN=AABC. 



Fig. 45. 



Auf den Schenkeln eines Winkels sind zwei feste Punkte A 
und B gegeben ; man sucht zwei andere 
in gleichen Entfernungen von Scheitel 
liegende Punkte M und N der Art, 
dass A N+ B M ein Minimum ist 
(Fig.45). 

Nimmt man LB0C==LB0A^ 
OC=OB und zieht AC^ ßo schnei- 
det diese Gerade den Schenkel OB 
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in dem einen gesuchten Punkte N; der andere ergiebt sich durch 
M= N, Die Gerade AC ist zugleich die gesuchte Minimalsumme. 
Eine rein geometrische Betrachtung fährt leicht zu denselben Resul- 
taten. 



Fig. 46. 



6. Es ist ein Dreieck AßC gegeben und auf der Seite A B der 
Punkt />; auf den anderen Seiten A C und BC sollen die Punkte /^ und 
Q so bestimmt werden , dass der Winkel 
PDQ eine gegebene Grösse y hat und dass 
der Flächeninhalt des Dreiecks PDQ ein 
Minimum wird (Fig. 46). 

Setzt man LBAC=a, LABC^ß, 
a+jS— y=d und bezeichnet LAPD mit x^ 
so findet man, dass das gesuchte Minimum 
eintritt, wenn sin x sin (^x -^-6) ein Maxi- 
mum wird. Dies ftlhrt zu folgender Con- 

struction. Man zieht D E-^ AC, DF-^BC, halbirt den Winkel EDF 
und trägt zu beiden Seiten der Halbirungslinie D H die gleichen Win- 
kel HDM und HDN ah, deren Schenkel Z>^und DN die gesuchten 
Punkte bestimmen. 




Fig. 47. 



7. Zwei gegebene geradlinige Strecken AA' und B B' sollen durch 
zwei Kreisbögen A P und PB so verbunden werden , dass A Ä Tan- 
gente B,nAP, B B' Tangente &D. B P, 
femer P der innere Berührungs- 
pimkt beider Bögen und dass end- 
lich die Differenz der Radien beider 
Bögen ein Minimum ist (Fig. 47). 

Es sei C der Durchschnitt der 
in A und B auf den gegebenen 
Strecken errichteten Senkrechten, 
AC^a, BC=b, LACB=y, ferner 
«>6 und zur Abkürzung a — 6=c, 
1 — cosy=k' man bemerkt leicht, 
dass der Mittelpunkt M des Bogens 
A P auf A C\ ebenso der Mittelpunkt 
N des Bogens BP auf der Verlänge- 
rung von BC liegen und MN gleich 
der Radiendifferenz BN --AM sein muss. Für CMz=zX, MN=u erhält 
man der Reihe nach die Grössen von AMz=:zMPy NP=BN, CiV und 
aus dem Dreiecke CMJS 




Digitized by VjOOQIC 



166 Maxima und Minima der Functionen. 



1=1 



2Ä:x*— c2 



•c. 



'^' kx—c 
Den gegebenen Bedingungen entspricht hiernacli 

es ist daher AD=^BCj CE^\CD zu nehmen, in E senkrecht zu AC 
eine Gerade zu errichten, welche die Halbirungslinie des Winkels 
ACN in F schneidet, endlich CFumFG=FE zu verlängern und durch 
G senkrecht zu. CG eine Gerade zu ziehen, welche auf ^C und BC die 
gesuchten Punkte M irnd N bestimmt. 

Beiläufig sei noch bemerkt, dass F auf dem um das Dreieck ABC 
beschriebenen Kreise liegt \md dass A, P, B Punkte eines aus dem 
Mittelpunkte F beschriebenen Kreises sind. 

Die Determination, unter welcher die Aufgabe nur möglich ist, 
findet man leicht aus dem angegebenen Werthe von CM, 

8. Aus einer rechteckformigen Tafel soll durch Wegschneiden 
von vier gleichen Eckquadraten und gehöriges Zusammenbiegen ein 

offener rechtwinkliger Kasten 
Fig. 48. _- --7\E von möglichst grossem Volu- 

j) fi -' / l mengebildet werden (Fig. 48). 

B , H / \ . SmdAB=a, BC^b die 

\ Seiten des gegebenen Recht- 
ecks und bezeichnet x die ge- 
/ \ suchte Quadratseite AH^ so 

•4^ 5~^ p erhält man für x die quadra- 
tische Gleichung 

von welcher aber nur die kleinere Wurzel zu gebrauchen ist. Mittelst 
eines Dreiecks EBF^ worin LEB F=GO^ ist, kann AH leicht con- 
struirt werden. 

Wählt man zwei ganze Zahlen m und n<^w willkürlich und 
setzt 

a=:6(m*— w'^), 6=6m(w— 2n), 

so erhält man fftr x den rationalen Werth 
x=(m+n)(^m—2n); 
falls die für a^h^x gefundenen Werthe einen gemeinschaftlichen Factor 
haben , kann derselbe weggelassen werden. 

Nach diesen Bemerkungen findet man z. B. für m=5, «=1 die 
Werthe a=8 , 6=5, .t=1. 



\ 
/ \ 
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9. Um die Brennpunkte einer gegebenen Ellipse sind mit be- 
kannten Radien Kreise beschrieben , welche innerhalb der Ellipse lie- 
gen; auf der letzteren 
soll der Punkt P so 

bestimmt werden, 
dass die Summe der 
von ihm aus an die 
Kreise gelegten Tan- 
genten ein Maximum 
wird (Fig. 49). 

Bezeichnet man 
die Halbachsen der 
Ellipsen mit a und 6, 
die Radien der um 

die Brennpunkte i^und G beschriebenen Kreise mit /"und g^ und nimmt 
den Brennstrahl FP=r als unabhängige Variabele, so hat man 

zu einem Maximum zu machen und erhält 

f+9 f+g 

Dies giebt folgende Construction : durch den inneren Aehnlichkeits- 
punkt / der beiden Kreise lege man parallel zu C2> eine Gerade, welche 
FD in Z schneidet; dann ist FI^==FP der eine, AB — FK==GP der 
andere Brennstrahl des gesuchten Ellipsenpunktes. Bemerken swerth 
ist noch, dass LFPM=LGPN ist, dass also die beiden Kreise von 
P aus unter gleichen "Winkeln gesehen werden. 

10. Um die Brennpunkte einer Ellipse sind Kugeln beschrieben, 
welche innerhalb der Ellipse liegen ; auf der letzteren soll man den 
Punkt P so bestimmen, dass die Summe der beiden Kugelkappen, 
welche man von P aus überblickt , ein Maximum wird. 

Bei derselben Bezeichnung wie in No. 9), handelt es sich hier um 
das Maximum von 



-!/-+«--(f+.^,)!> 



dieses tritt ein, wenn sich die Quadrate der beiden Brennstrahlen von 
P zu einander verhalten wie die Würfel der Kugelhalbmesser, also fllr 

2al//^ ^„ 2al/g^ 

FP^ _ ^^^_ , GP= ^_ ^^_ . 

Vr+j/g' Vr+Vg" 
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11. Unter allen geraden Kreiskegeln von gleicher Seite AB soll 

derjenige gefunden werden, dessen Volumen am grössten ist (Fig. 50). 

Setzt man ABz=c und betrachtet den Radius der Grundfläche 

p. -^ als unabhängige Variabele (BC=:x')y so findet man 

'^ ' BC=cyj, AC^cj/l, 

ÄlanBAC = y 2 , LBA ^=54^44' 8" 2. 
12. In einem geraden Ereiskegel soll der ge- 
rade Kreiscylinder von grösstem cubischen Inhalte 
H so einbeschrieben werden, dass die Grundflächen 
beider Körper concentrisch sind. 
' Bezeichnet a den Basisradius , b die Höhe des Kegels , so ist der 
Basisradius des Cylinders =§«, die Cylinderhöhe =^\b und das Cylin- 
dervolumen =| des Kegelinhaltes. 

13. In einen geraden Kreiskegel soll der gerade Kreiscylinder 
von grösstem Mantel einbeschrieben werden. 

Bei derselben Bezeichnung wie in No 12) hat der Cylinder den 
Radius \a und die Höhe ^6. 

14. In einen geraden Kreiskegel soll derjenige gerade Kreiscylin- 
der einbeschrieben werden, dessen Gesammtoberfläche ein Maximum ist. 

Bei derselben Bezeichnung wie vorhin ergiebt sich der Cylinder- 



radius < 



«* j- TT^.i b(b—2d) , . .^„ 

TT r , die Höhe = -77 -^ , wobei 6 > 2 a sein muss. 



2(6—«)' 2(6— öj 

15. In eine gegebene Kugel soll der gerade Kreiscylinder von 
grossem cubischen Inhalte einbeschrieben werden. Bezeichnet c den 
Kugelhalbmesser, so ist der Cylinderradius =c^f und die Cylinder- 
höhe =2c/l- 

16. In eine gegebene Kugel soll der gerade Kreiscylinder von 
grösstem Mantel einbeschrieben werden. 

Bei derselben Bezeichnung wie vorhin ist der Cylinderradius 
=cj/^ und die Cylinderhöhe =c ^2. 

17. In eine gegebene Kugel soll derjenige gerade Kreiscylinder 
einbeschrieben werden, dessen Gesammtoberfläche ein Maximum ist. 

Der Cylinder hat die Dimensionen 

Radius =c?^ l(l + j/J), Höhe=2cj^i(l--i.). 

18. In eine gegebene Kugel soll der gerade Kreiskegel von 
grösstem cubischen Inhalte einbeschrieben werden. 
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Der Basisradius ist |c^2 , die Höhe |c. 

19. In eine gegebene Kugel soll der gerade Kreiskegel von gröss- 
tem Mantel einbeschrieben werden. 

Der gesuchte Kegel ist derselbe wie bei der vorigen Aufgabe. 

20. In eine gegebene Kugel soll derjenige gerade Kreiskegel 
einbeschrieben werden, dessen Gesammtoberfläche ein Maximum ist. 

Nimmt man die Höhe des Kegels als unabhängige Variabele, so 
findet man 

Höhe = ^ — c, Basisradius = — ^ — c, 

16 ' 16 , 

21. Es sind zwei Punkte ^, , ^j ^«id eine Gerade ^C gegeben; 
in letzterer soll man den Punkt P so bestimmen, dass der Winkel 
J^ P Ji, unter welchem die Strecke 
A^A2 von P aus gesehen wird, seinen 
grössten Werth erhalt (Fig. 51). 

Ist der Durchschnitt von ^, A^ 

mit BC, OA^=^ai,OA^=a^,LJiOB==y, 

OP:=zr^ LA^PAf = <Oy so ergiebt sich 

(a2^a.)rsiny 

to«(ö= \' '\ ^— m» 

«I, a, — (a, +«2) ^ cos y + r* 

und wenn « , also auch tan co sein Maximum erreichen soll , so muss 

r= + ^a, öj sein. Es giebt demnach zwei solcher Punkte P und Q 

auf entgegengesetzten Seiten. 

22. Auf der Achse einer bestimmten Parabel sind zwei Punkte 
A^ und A^ gegeben; man soll denjenigen Parabelpunkt P ermitteln, 
ftir welchen LA^ PA^ ein Maximum ist. 

Bezeichnen a^^a^ die Abscissen der Punkte ^,, A^ und ist 
y^f/Tbx 
die Gleichung der Parabel, so findet sich, wenn zur Abkürzung 
^(aj + ff,)— *=<? gesetzt wird, als Abscisse von P 

In dem speciellen Falle ä=^ (r/, + «,) wird einfacher x=:j/ai ö,.te»30®. 
Wenn ^, mit dem Scheitel der Parabel zusammenfällt, ist die Aufgabe 
nur unter der Bedingung a,>26 lösbar. 

23. Auf dem Durchmesser eines bestimmten Kreises sind zwei 
Punkte Ai und A^ gegeben; man soll denjenigen Peripheriepunkt P 
ermitteln, für welchen LA^PAf ein Maximum wird (ßig. 52). 
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Nimmt man den Kreismittelpunkt zum Coordinatenanfang , setzt 
OA^=za^y 0^2 = ^« ^^^ ^^^ Kreisradius OB=b, so findet man für die 
rechtwinkligen Coordinaten von P 

Fig. 52. a:=(^>J, 

I welche Formeln zu folgender Construc- 
-^8^ / \ "^v^ ! tion führen. Man beschreibe über ^, J^ 
^_ ^ ^ y "^K-s^A ! *ls Durchmesser einen Kreis und be- 

' A4 A, B C stimme auf der , nöthigenfalls verülnger- 

ten Geraden OB denjenigen Punkt C, 
von welchem aus gleiche Tangenten CP=CQ an beide Kreise gelegt 
werden können (die Gerade CD-^OC ist die sogenannte Potenzlinie 
beider Kreise); der Berührungspunkt P besitzt dann die verlangte 
Eigenschaft. 

Wenn A^ und A^ gleichzeitig innerhalb oder gleichzeitig ausser- 
halb des Kreises liegen, ist die Aufgabe immer möglich, dagegen wird 
sie unmöglich , wenn einer der gegebenen Punkte innerhalb und der 
andere ausserhalb des Kreises liegt. 

24. Auf der Peripherie einer gegebenen Ellipse soll derjenige 
Punkt bestimmt werden, von welchem aus gesehen die grosse Halb- 
achse der Ellipse am grössten erscheint. 

Bezeichnet man die Halbachsen mit a und b , die lineare Excen- 
tricitäfc j/a^-^b'^ mit c, so erhält man für die Abscisse des gesuchten 
Punktes die Gleichung 

und hieraus 



^=rc(^^«^+^^-0- 



B 







Die Aufgabe ist nur für a >6 j/2 möglich. 

j,. ^g 25. Auf der Peripherie einer 

^^ -.^ gegebenen Ellipse soll derjenige 

^ -. N Punkt bestimmt werden, von wel- 

r--.JP^ . \ chem aus gesehen die lineare Ex- 

\ /i\\ ^ centricität am grössten erscheint 

A|\ \A ■-, (Kg. 53). 

^\i_ \ \ ^^'-.^ Bei derselben Bezeichnung 

■L *' TÄ G wie vorhin ergiebt sich 
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(ca;— a')(ca;'+a*iP — a*c)=0, 

Nimmt man OC=:OA=:a, 0G = 20F=^2Cy so schneidet die Hal- 
birungslinie des Winkels CG die Gerade 0^ in einem Punkte Z, wel- 
cher der Endpunkt der Abscisse von P ist. 

26. Zwei Punkte -^1,^2 ^^^^ ^ine Curve sind gegeben; auf letzte- 
rer soll der Punkt P so bestimmt werden, dass LA^PA^ ein Maximum 
oder Minimum ist. 

Legt man den Coordinatenanfang auf die Gerade A^ A^ , setzt 
OAi^^üi^ OA^=a^ und bezeichnet in rechtwinkligen Coordinaten die 
Gleichung der Curve mit 

so erhält man die Coordinaten x und y von P durch Verbindung der 
vorstehenden Gleichimg mit der folgenden 

27. Der Mittelpunkt einer Ellipse ist geradlinig mit einem Peri- 
pheriepunkt verbunden und durch letzteren die Normale zur Curve 
gelegt ; wie muss der Punkt gewählt werden , wenn der Winkel zwi- 
schen jenem Badiusvector und dieser Normale ein Maximum sein soll ? 

Wird der Ellipsenmittelpunkt als Pol und die grosse Halbachse 
als Polarachse genommen, so sind die Polar- 
coordinaten des gesuchten Punktes durch die 
Eormeln bestimmt 



Fig. 54. 



tan 







Der gesuchte Punkt ist also der Durchschnitt ol 

/> der Ellipse mit der Diagonale C des aus den 

Halbachsen construirten Rechtecks AOBC (Fig. 54); die Normale DE 

steht senkrecht auf der andern Diagonale A B , auch ist LODE 

=zLOBA^LOAB. 

28. In der Fusspunktcurve einer gegebenen Ellipse sucht man 
denjenigen Punkt, für welchen der Winkel zwischen dem Badiusvector 
und der Normale ein Maximum ist. 

Sind OA und OB die Achsen der Ellipse, so schneidet die von 
auf A B herabgelassene Senkrechte die Fusspunktcurve im gesuchten 
Punkte. 
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29. In einer gegebenen Curve soll man denjenigen Punkt be- 
stimmen, für welchen der Winkel zwischen Radiusvector und Normale 
ein Maximum oder Minimum ist. 

Bezieht man die Curve auf Polarcoordinaten , etwa 

so bestimmen sich 9 und r aus dieser und der folgenden Gleichung 

r*— rr"=0, 
welche geometrisch bedeutet, dass an der gesuchten Stelle der Krüm- 
mungshalbmesser mit der Polarnormale identisch ist. 

30. Welche Ellipsennormale liegt am weitesten vom Ellipsen- 
mittelpunkte entfernt? 

Die Coordinaten desjenigen Ellipsenpunktes , zu welchem in dem 
Quadranten der positiven Coordinaten die gesuchte Normale gehört, 
sind 



7/ «' 7/ ^' 




Um den betreffenden Punkt zu construiren (Fig. 55), errichtet man im 

Endpunkte A der grossen Halbachse 
senkrecht zu ^ die Gerade AL 
= ]/ab und zieht OZ, welche Ge- 
rade den umschriebenen Kreis in ilf, 
den eingeschriebenen Kreis in N 
schneidet und damit auch den ge- 
suchten Punkt P bestimmt. Legt 
man durch ihn die Ellipsennormale, 
so ist deren Abstand von 0, näm- 
lich OQ, das geforderte Maximum und zwar =a— 6; gleichzeitig ist 
PQ=AL und Q der Krtimmungsmittelpunkt für die Stelle P. 

31. Welche Normale der Cardioide liegt am weitesten entfernt 
von der Spitze der Curve? 

In Polarcoordinaten ist für denjenigen Cardioidenpunkt , durch 
welchen die Normale geht , 

wenn b den Durchmesser des erzeugenden Kreises bedeutet. 

32. Ein Punkt und eine Curve sind gegeben ; man sucht diejenige 
Normale der Curve , welche von jenem Punkte am weitesten entfernt 
oder ihm am nächsten liegt. 
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Wird der gegebene Punkt zum Coordinatenanfang genommen, 
so ist bei rechtwinkligen Coordinaten die Bedingung 

zu erfüllen, dagegen bei Polarcoordinaten die Bedingung 

r'-* + r'r"=0. 
Der Curvenpunkt, durch welchen die gesuchte Normale geht, besitzt 
hiemach die Eigenschaft, dass der zugehörige Krümmungsmittelpunkt 
identisch ist mit dem Fusspunkte der Senkrechten vom Coordinaten- 
anfange auf die Normale. 

33. In welchen Punkten der auf rechtwinklige Coordinaten be- 
zogenen und durch die Gleichung 

bestimmten Curve findet die stärkste oder schwächste Krümmung statt? 
Betrachtet man den reciproken Werth des Krümmungshalbmessers 
als Maass der Krümmung einer Curve, so handelt es sich um das Mini- 
mum oder Maximum von q ; hier tritt das erste ein ftir 

• ö / — 

a:=+ -— :, Q=9ay6. 

34. In welchen Punkten der logarithmischen Linie 

X 

findet die stärkste oder schwächste Krümmung statt? 
Die stärkste Krümmung tritt ein für 

/ ö \ 3/¥ 

\b]/2J ^ 2 

35. In welchen Punkten der durch die Gleichung y=zf(x) be- 
stimmten Curve findet die stärkste oder schwächste Krümmung statt? 

Die Coordinaten der gesuchten Punkte müssen den Bedingungen 
y=/'(x)und 

gleichzeitig genügen. 

36. Die Fusspunktcurve der Ellipse wird bekanntlich durch die 
Polargkichung 

r* = a* cos^ 0+6* sin* 

ausgedrückt und besitzt im Falle a>h}/2 einen Wendepunkt, fiir den 



b y a*^2b* 
ist; bei welchem Achsen Verhältnisse wird dieses am kleinsten? 
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Setzt man l — ]=q und betrachtet q als unabhängige Variabele, 

so wird fttr g=2 + ]/z' d. h. fttr 

u=2bcoslb^y 0=75^ ein Minimum. 

37. Die gedehnte Epicycloide hat (nach S. 91) unter der Be- 
dingung 

einen Inflexionspunkt , dessen Wälzungswinkel durch die Formel 

cos (0 = / ; — \-~ — 
(a + 2b)bc 

bestimmt ist; wie muss c gewählt werden, wenn dieses cd seinen Maxi- 
malwerth erreichen soll? 

Das Maximum tritt ein fttr 



und zwar ist dann 



b-^c 
^ b + c 



Dies giebt folgende Construction (Fig. 56). Ist OB der Radius des 
p. ^^ festen, i? C der Halbmesser des beweglichen Kreises 









\ 
\ 
\ 
\ 
• \ 



in seiner Anfangslage, so beschreibe man über BC 

als Durchmesser einen Halbkreis, lege an denselben 

•f--- |E von aus die Tangente 0/>, ziehe senkrecht zu BC 

'^H^"^ det und nehme auf CB die Strecke CA==CF] es ist 
dann A der beschreibende Punkt. 

Wählt man zwei rationale Zahlen m und «< ^ w 
willkürlich und setzt 

^0 a=m(m— n)(m — 2n), 6=(m_n)«*, 

so erhält c den rationalen Werth 

m— 2» 
^ m 

38. Ein gegebener Punkt A der iry -Ebene wird von einer Licht- 
quelle beleuchtet, die sich in der arz- Ebene längs der Geraden OB 
verschieben lässt; bei welcher Stellung der Lichtquelle erhält A die^ 
stärkste Beleuchtung? (Fig. 57). 
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Bezeichnet X die Lichtmenge , welche A erhalten würde , falls die 
Lichtquelle in der Entfernung 1 senkrecht über A stünde, so Ifisst sich 
die Beleuchtung für den Fall, 



wo sich die Lichtquelle in P 
befindet, nach dem Satze er- 
mitteln, dass die Beleuchtung 
direct proportional dem Si- 
nus des Einfallswinkels der 
Lichtstrahlen und umgekehrt 
proportional dem Quadrate 
der Entfernung ist; sie be- 
trägt also, wenn PQ-^ OX, 



Fig. 57. 




ksinPAQ 



=x^ 



AP' AP'' 

Sind femer a und h die rechtwinkligen Coordinaten von A^ x und z 
die rechtwinkligen Coordinaten von P^ und ist LBOX=ß^ so hat 
man für die Beleuchtung von A den Ausdruck 

, und z=xianß. 

Die Lage von P bestimmt sich durch eine quadratische Gleichung, 
aus welcher nach Einführung von 

OP=r, OA=c, LAOX=cc, ccosacosß=k 
erhalten wird 

~ 4 * 

Es giebt demnach zwei solcher Punkte , von denen der eine auf 
B , der andere auf der Rtickverlängerung von B liegt. 

In dem sehr einfachen Falle a=0, |S=90^ wird r= + cj/^; für 
a=arccos ^=&)^ y ß-=arccos\ erhält r die beiden Werthe |-c und 

39. Wie in der vorigen Aufgabe sei A^ statt der Geraden OB 
dagegen ein in der 0:2 -Ebene liegender Kreis gegeben, und es werde 
auf letzterem P gesucht. 

Nimmt man den Kreismittelpunkt zum Coordinatenanfang, setzt 
den Kreishalbmesser =ä und behält im Uebrigen die vorige Bezeich- 
nung bei , so erhält man fllr x nur den einen Werth 



X 



_/l2fl'A'+(c^+A7~(c'+^») 



2a 



für welchen das Maximum der Beleuchtung eintritt. 
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40. Wie bei der vorigen Aufgabe sei ^, und in der Ebene xz 
irgend eine durch die Gleichung z=f{x) bestimmte Curve gegeben; 
man sucht auf letzterer den Ort der Lichtquelle für das Maximum oder 
Minimum der Beleuchtung von J. 

Die Coordinaten von P bestimmen sich in diesem Falle aus den 
Gleichungen z^=f(x) und 

3(a; — a)z— (a;*— 2aa:+c'— 2z*)t'=0, 
wobei durch eine specielle Discussion zu entscheiden ist, welche x und 
z einem Maximum und welche einem Minimum entsprechen. 

41. Beciproke Maxima und Minima. Wenn zwischen drei 
Grössen a:, w, v eine Gleichung von der Form 

statt findet imd es frei steht , die eine oder andere der beiden Grössen 
u und V zu einer Constanten zu machen , so hat man bei constantem v 
die Gleichung ti'=/"(a;), bei constantem u dagegen <>'=— /'(a:). 
Aus diesen Gleichungen geht unmittelbar hervor, dass einem Minimum 
oder Maximum von w ein Maximum oder Minimum von v entspricht, 
dass also zwei reciproke Sätze entstehen , wie sie in den folgenden 
Beispielen ausgesprochen sind. 

42. Die Grundlinie eines Rechtecks sei gr, seine Höhe ä, sein 
Umfang ü^ seine Fläche V\ wird ferner das Verhfiltniss h\g mit x 
bezeichnet, so ist 

oder 

2/[7~/F=/4 + 2/(l+a;)— /a?. 

Diese Gleichung hat die in No. 41) erwähnte Form, und da die Func- 
tion rechter Hand ftlr ar=l ihren Minimal werth erreicht, so lassen 
sich folgende zwei reciproke Sätze aufstellen : Unter allen Rechtecken 
von gleicher Fläche hat das Quadrat den kleinsten Umfang, und unter 
allen Rechtecken von gleichem Umfange hat das Quadrat die grösste 
Fläche. Dabei ist immer i7'=16r; einem gegebenen V entspricht 
g = Ji=j/ Vj bei gegebenem CT ist ör=Ä= J Z7. 

43. Ein cylindrisches Hohlmaass habe r zum Radius der Basis, h zur 
Höhe, ü zur Oberfläche , F zum Volumen; fttr — =x ist dann 
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Hieraus ergeben sich folgende Sätze : Unter allen cylindrischen Hohl- 
maassen von gleichem Fassungsraume hat dasjenige die kleinste Ober- 
fläche, dessen Höhe gleich dem Basisradius ist, und unter allen cylin- 
drischen Hohlmaassen von gleicher Oberfläche fasst dasjenige am mei- 
sten , bei welchem dasselbe Verhältniss zwischen Höhe und Basisradius 
stattfindet. 

In allen Fällen ist t/'=27 jr K*; bei gegebenem V folgt 



dagegen bei gegebenem ü 



-""VI 



44. Ftlr einen allseitig geschlossenen Cylinder mögen dieselben 
Bezeichnungen wie vorhin gelten; man gelangt dann zu folgenden 
Sätzen: Unter allen Cylindem von gleichem« Inhalte besitzt derjenige 
die kleinste Oberfläche , dessen Höhe gleich dem Basisdurchmesser ist, 
und unter allen Cylindern von gleicher Oberfläche hat derjenige das 
grösste Volumen, bei welchem dasselbe Verhältniss zwischen Höhe 
und Basisdurchmesser stattfindet. 

Dabei ist immer (7'=547r F* und, je nachdem V oder TJ als gege- 
ben betrachtet wird , 

45. Unter allen geraden Kreiskegeln von gleichem Volumen hat 
derjenige den feinsten Mantel , dessen Seite gleich dem Basisdurch- 
messer ist, und unter allen Kegeln von gleicher Mantelfläche besitzt 
derjenige das grösste Volumen , bei welchem die nämliche Gleichheit 
stattfindet. 

Zugleich ist immer i7^=24n; F*. 

46. Unter allen geraden Kreiskegeln von demselben Volumen 
besitzt derjenige dia kleinste Gesammtoberfläche , dessen Seite gleich 
dem dreifachen Basisradius ist, und unter allen Kegeln von gleicher 
Oberfläche hat derjenige den grössten cubischen Inhalt, bei welchem 
zwischen der Seite und dem Basisradius dasselbe Verhältniss statt- 
findet. 

Zugleich ist in beiden Fällen C^=72n; F*. 

47. Ein Körper besteht aus einem geraden Kreiscylinder und einer 
daran gesetzten Halbkugel , deren ebene Fläche mit der einen ebenen 

Schlömilch, Uebang-sbuch. J^^ 
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Fläche des Cylinders zusammenfällt; das Verhältniss der Cylinderhöhe 
zum Radius der Cylinderbasis sei o;, ü die Oberfläche, V das Volu- 
men des Körpers. Bei constantem V ist dann ü ein Minimum , bei 
constantem ü dagegen V ein Maximum ftir a;=l und U^=46n F*. 

48. Ein Körper besteht aus einem geraden Kreiskegel und einer 
daran gesetzten Halbkugel, deren ebene Fläche mit der Kege]basis 
zusammenfällt; das Verhältniss der Kegelhöhe zum Eadius der Halb- 
kugel sei X , die übrige Bezeichnung wie vorhin ; es ist dann 

r«-^'' ^2+xy • 

Der Ausdruck rechter Hand wird ein Minimum , wenn 



vom Negativen durch Null ins Positive übergeht, was für positive x 
nur an der Stelle a:= 1,1259832 der Fall ist. 

Bei constantem V wird demnach ü für diesen Werth ein Mini- 
mum , bei constantem ü dagegen F ein Maximum. 

§.33. 
Maxima nnd Minima der Fnnetionen mehrerer Variabelen. 

Wenn F(ic,y,2...) zu einem Maximum oder Minimum gemacht 
werden soll, so kann man sich a:,//,2... als willkürliche Functionen 
einer neuen Variabelen / denken und dann muss der Ausdruck 

dt~ dx' dt^ dy' di^ dz' dt'^'" 

dx dv 
sein Vorzeichen ändern,' während -— , -^ etc. ganz willkürliche Grössen 

dl dl 

dF 
bedeuten. Falls — eine stetige Function ist, kann der Vorzeichen- 
wechsel nur durch Null hindurchgehen und hierzu gehören die Be- 
dingungen 

dF dF aF_ 

^ dx^^' dy ' dz"^'"" 

Um zu entscheiden, ob F durch die hieraus bestimmten Werthe von 

x^y^z etc. zu einem Maximum oder Minimum wird, muss zunächst 

d* F 
untersucht werden , ob — y durch Substitution jener Werthe negativ 
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oder positiv ausföUt. Sollte dieser Differentialquotient bei der ge- 
nannten Substitution verschwinden, so müssen die höheren Differential- 
quotienten von F discutirt werden. 

Bei Functionen zweier Variabelen führt die Untersuchung von 
— j- ZU folgender Regel: Die aus den Gleichungen ^ =0 und ö"=0 

abgeleiteten Werthe von x und y müssen zunächst der Bedingung 

/ a'FV d^F d'F 

\dxdy) dx^'dy^^ 
genügen und geben das Maximum oder Minimum der Function F^ je 
nachdem sie die Differentialquotienten 

d^F ^ d^F 

gleichzeitig negativ oder positiv machen. Verschwinden dagegen 

d^ d^ d^F 

aa?»' ay*' dxdy 
fUr jene Werthe von x und y , so verliert das angegebene Criterium 
seine Anwendbarkeit und es ist dann am zweckmässigsten , aus der 
Natur der gestellten speciellen Aufgabe zu entscheiden , ob ein Maxi- 
mum oder Minimum stattfindet. Dieselbe Bemerkung gilt für Func- 
tionen von drei oder mehr Variabelen und ebenso flir den Fall, dass 
sprungweise Äenderungen der Differentialquotienten vorkommen. 

Beispiele und Aufgaben. 

1. Die Function 

F{x,y)^Ax'-\-By^-\-2Cxy'\-2Dx+2Ey+K 
hat nur dann ein Maximum oder Minimum, wenn C* — AB negativ ist ; 
bei negativen A und B liefern die Werthe 

CE—BD _CD^AE 

das Maximum , bei positiven A und B das Minimum der Function, 
nämlich 

2. Es sei 

F{x,y)=^xy{Ax + By-^C)', 

die partiellen Differentialquotienten dieser Fimction verschwinden in 
folgenden Fällen 

12* 
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C C 

_ c _ c 

Von diesen vier Werthepaaren liefern die drei ersten weder Maxima 
noch Minima ; das letzte giebt das Maximum 

3. Eine gegebene Zahl soll derart in drei Theile zerlegt werdenj^ 
dass das Product aus der m '*" Potenz des ersten , der n *«" Potenz des 
zweiten und der p*®° Potenz des dritten Theiles ein Maximum wird. 

Nur bei positiven m, w, p existirt ein solches Maximum ; die ge- 
suchten Theile der Zahl c sind 

mc nc pc 

m+«+p' /w + n+p' m+»+p 
und das erwähnte Maximalproduct ist 

(m+n+p)"»+«+P* 

4. Von einem innerhalb des gegebenen Dreiecks ADC liegenden 
Punkte sind auf die Dreieckseiten BC^ CA^ AB die Senkrechten 
OP, OQy OR herabgelassen ; man soll den Punkt so bestimmen, dass 
das rechtwinklige ParaUelepiped aus den Kanten OPy OQ^ OR die 
kleinste Diagonale besitzt. 

Bezeichnet man die Dreieckseiten mit «, ft, c, die Senkrechten 
darauf mit x^ y^ z und mit J die Dreiecksfläche, so hat man den 
Ausdruck 

zu einem Minimum zu machen ; die hierzu nöthigen Werthe sind 



^'+y*+(- 



2jd.a 2J.b 2J.C 



^=^ JÄTTTTTt^ y=: 



Mittelst der Proportion 

x:y:z=::a:b:c 

wird man leicht eine Construction des Punktes finden. 

Derselbe ist übrigens der gemeinschaftliche Durchschnitt der- 
jenigen drei Geraden, welche die Mittelpunkte der Dreieckseiten mit 
den Mittelpunkten der zugehörigen Dreieckshöhen verbinden. Die 
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Seiten des Dreiecks PQH verhalten sich wie die Schwerlinien des 
Dreiecks ABC ymdi stehen senkrecht auf den letzteren. 

5. Innerhalb des Dreiecks ABC soll der Punkt so bestimmt 
werden, dass das rechtwinklige Parallelepiped, welches die Abstände 
OP^ OQ^ OB zu Kanten hat, die grösste Oberfläche besitzt. 

Behält man die vorige Bezeichnung bei und setzt zur Abkürzung 
2(a&+6c+Cö)-(a«+ft«+c*)=iV, 
so erhält man die Werthe 

Der in das Dreieck ABC beschriebene Kreis berühre die Seiten B C, 
CA, AB in den Punkten -4q, Bq, C^; es ist dann 

BC^=^BA^=i(ic+a-b)^b^, 
CA^=CB^=:i(^a + b-c)=c^, 
wobei «Ol ^0» ^o ^^^ Abkürzung dienen; die Proportion 

lässt sich jetzt zur Construction des Punktes benutzen. Noch sei 
bemerkt, dass sich die Umfange der Seitenflächen des gesuchten 
Parallelepipedes wie die Dreiecksseiten verhalten. 

6. Innerhalb des Dreiecks ABC soll der Punkt so bestimmt 
werden, dass das Parallelepiped aus den Kanten OPy OQy OB das 
grösstmögliche Volumen besitzt. 

Bei derselben Bezeichnung wie vorhin ergeben sich die Werthe 
_^J 2J 2J 

^~37' ^=Jb' '=37- 
Der Punkt O liegt demnach so, dass die Dreiecke BOG, COAy AOB 
die gleiche Fläche \ A haben. Theilt man irgend eine Dreieckseite in 
drei gleiche Theile und zieht durch jeden Theilpunkt eine Parallele zur 
nächstliegenden Seite , so schneiden sich diese Parallelen in dem ge- 
suchten Punkte 0. 

7. In der Ebene des Dreiecks ABC soll der Punkt so bestimmt 
werden, dass AO + BO^ + CO seinen kleinsten Werth erhält. 

Bezeichnet man die Dreieckseiten BC^ CA, AB mit a,h, c, die 
Gegenwinkel mit a, |S, y und setzt AO=iU, LOAB—d, so findet 
man für u und 9 die Bedingungsgleichungen 

dUz=ccosd + bcos(^a-^d), 0=:iCsinB — bsin{ct — d)y 
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deren Quadratsumme giebt 



und analog 

BO=v=iy(^ + a*+2cacosß, CO = w=^]/^+b^+2abcosy. 

Die Construction von m, ©, w liegt sehr nahe und zeigt, dass der 
Schwerpunkt des Dreiecks ABC ist. 

8. In der Ebene des Dreiecks ABC soll der Punkt so bestimmt 
werden, dass die Sunune a,^0 + 6, BO+Ci CO^ worin «1,61, c, gege- 
bene positive Factoren bedeuten , ihren Minimalwerth erreicht. 

Die vorige Bezeichnung beibehaltend findet man die beiden Be- 
dingungsgleichungen 

ccosd — w , bcos(cc — 6) — u 



«1=^ :: hCi 



w 



, cstnd 65m (a—0) 
0=6, c, ^ ^, 

V TV 

d. h. , wenn die Verlängerung von A mit L bezeichnet wird , 

a=ih^cosBOL-\-c^cosCOL^ 
0==&, sin BOL—CiSinCOL. 

Eliminirt man hieraus einmal c, , das andere Mal 6, , so folgt - 

öl : fei : c^z=2$in B OCisin CO Aisin AGB ^ 
oder wenn 

LBOC^mP-'C, LCOA=:iSOP—z, LAOB^mP-m 

gesetzt wird 

(l + T-fc)=180^ 

Die Hilfswinkel ff, t, w bilden demnach die Winkel eines Dreiecks, 
dessen Seiten a,, 6,, c, oder diesen Grössen proportional sind; die 
Möglichkeit des Punktes setzt die Möglichkeit dieses Dreiecks voraus. 

Um hiemach den Punkt zu construiren, beschreibt man über 
den Dreieckseiten BC^ CA^ AB als Sehnen genommen, Kreisbögen, 
in denen die Winkel 180®— a, 180®— t und 180®— w Peripheriewinkel 
sind; der gemeinschaftliche Durchschnitt dieser Kreisbögen ist der 
Punkt 0. 

In dem einfachsten Falle ai=fe|=c, wird (j=t=w=60® und jeder 
der Winkel BOC, COA, AGB betrögt dann 120®. Für a^=^a, h^=b, 
c^x=:c werden ff, t, w identisch mit den Winkeln a^ ßy y und der 
Punkt ist dann der Durchschnitt der Höhen des Dreiecks ABC, 
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9. Beciproke Maxima und Minima. Wenn eine Gleichung 
von der Form 

stattfindet und es frei steht, die eine oder andere der beiden Grössen 
u und V constant zu nehmen, so liefern diejenigen Werthe von a;,y, z . . ., 
welche F{x^y^z., .) zu einem Maximum oder Minimum machen, einer- 
seits das Maximum (resp. Minimum) von u bei constantem v , anderer- 
seits das Minimum (resp. Maximum) von v bei constantem u. 

10. Aus einem Rechtecke und einem daran gesetzten gleich- 
schenkligen Dreiecke ist ein Fünfeck construirt; die gemeinschaftliche 
Basis des Bechtecks und des Dreiecks sei 2g ^ die Bechteckshöhe ^, die 

Dreieckshöhe Äj, ferner — = jr, — =y, endlich I^ der Umfang, Fder 

Flächeninhalt des Fünfecks; es ist dann 



V ^ 2x+y 

oder 

2lü'-'lV=U'\'2l(i + x+j/i+y*)-l{2x+y). 

Das Minimum der Function rechter Hand tritt ein, wenn die beiden 
Bedingungen 

1 1 



l+ar+/l-fy« 2x+y 
2 y 1 



=0 



\ + x+j/l + y''j/l-\-y^ 2a:+y' 
erfüllt sind. Aus der ersten folgen die Belationen 

y- 2(a:~l) ' ^^ + y- 2(rr-l) ' 
nachher liefert die zweite Bedingungsgleichung die Werthe 

von denen zwei unbrauchbar sind, weil y einen positiven endlichen 
Werth erhalten soll. Für 

j/3 yz j/z 

wird nun ü ein Minimum bei constantem F, und umgekehrt V ein 
Maximum bei constantem TJ. 
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11. Ein Körper besteht aus einem geraden Kreiscylinder und 
einem darauf gestellten geraden Kreiakegel, dessen Basis mit der einen 
ebenen Fläche des Cylinders zusammenftlllt; der Cylinder habe den 

Eadius r, die Höhe A, der Kegel die Höhe ä, un'd es sei — =a, — =y, 

r r 

die Oberfläche des Körpers = [7, sein Volumen = F; man hat dann 
Hieraus ergiebt sich, dass die Werthe 



das Minimum von U liefern bei constantem V und zugleich das Maxi- 
mum von V bei constantem ü. 

12. An die eine ebene Endfläche eines geraden Kreiscylinders ist 
eine Halbkugel , an die andere ein gerader Kreiskegel angesetzt ; bei 
derselben Bezeichnung wie vorhin ist dann 

^_Q (2+2x+/r+y')' 

Hieraus folgt, dass die Werthe 

_ 1 _ 2 3_ 

/ T ' / 5" ' / ö" 

das Minimum von U liefern bei constantem V und zugleich das Maxi- 
mum von Fbei constantem ü. 



§.34 
Maxima und MiBima mit Nebenbedingnngen. 

I. Wenn F(pc^y) zu einem Maximum oder Minimum gemacht und 

dabei die Bedingung (p(a,y)=0 erfüllt sein soll, so könnte man aus 

der letzten Gleichung y als Function von x entwickeln und diesen 

Werth in F{Xy y) substituiren , so dass man es nur noch mit einer 

Function der einen unabhängigen Variabelen x zu thun hat ; meistens 

ist es aber besser, sowohl F(xyy) als die Bedingungsgleichung zu 

differenziren , wobei y als implicite Function von x gilt, und nachher 

dy 

— zu eliminiren. Man erhält dann zwei Gleichungen mit den beiden 

Unbekannten x und y. 
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1. In rechtwinkligen Coordinaten ist ein Punkt ab und ausser- 
dem eine Gerade gegeben , deren Gleichung sein möge 

man sucht den kürzesten Abstand des Punktes von der Geraden. 
Hier ist der Ausdruck 



F(ix,t/)=:j/{x^ay+{y^by 
so zu einem Minimum zu machen , dass x und y der Gleichung der 
Geraden genügen. Zum Minimum von F gehört die Bedingung 

— -=0,d. 1. 

(fx . , ,. dy 



-+<-!-». 



die Gleichung der Geraden liefert 

mithin ist durch Elimination von — 

dx 

Verbindet man diese Gleichung mit der Gleichung der Geraden, so er- 
hält man die Werthe 

. A(C—Aa^Bb) , . B(C—Aa--Bb) 
"=^+- A^+B^ ^ y = ?+ A^ + B^ ' 

wobei das Wurzelvorzeichen so zu nehmen ist, dass die rechte Seite 
positiv ausfällt. 

2. Man verlangt den kleinsten und grössten Radiusvector einer 
Centrischen Linie zweiten Grades, welche durch die Gleichung 

Ax^+By^+2Cxy:=Ji: 
bestimmt ist. 



Im vorliegenden Falle ist F(a:,y)=]/ar'+y'=r, und man hat 

dr . dy 

-=0,wenBx+y- = Oi 

aus der Gleichung der Curve ergiebt sich ferner 

Ax + Cy + (iBy+Cx)^£=:0, 

mithin zusammen 

yiAx + Cy)^x(By+Cx)=0. 
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Nimmt man hierzu die Gleichung der Curve in der Form 

und setzt für den Augenblick 

Ax-\-Cy=^Uy By + Cx=v, 
so erhält man für die Unbekannten u und v 

_ Kx _Kx _^ J[y__^y 

Vermöge der Bedeutung von u und f> ist weiter 

r^ X r^ y 

mithin 



(^_.)(-_,).^. 



2K 



—,^A+B±y{A+Bf+^(C'--AB). 

Diese Gleichung bestimmt die Maximal- und Minimalwerthe von r. 
Für C^ — AB<CO sind alle vier r reell und zu je zweien entgegen- 
gesetzt gleich; für C — A B'^0 giebt es nur zwei reelle einander ent- 
gegengesetzte r. 

3. Von einem gegebenen Punkte a ß soll die kürzeste oder längste 
Linie nach einem Punkte xy der Parabel gezogen werden, welche 
durch die Gleichung . 

x^ 

bestimmt ist. 

Man hat in diesem Falle die Gleichungen 

welche geometrisch bedeuten , dass die gesuchten Geraden normal zur 

Parabel liegen. 

d y 

Die erste Gleichung wird durch Substitution von c statt v^ 

ax 

und wenn man den unbekannten Werth beider Seiten dieser Gleichung 
mit u bezeichnet , so ist 

0?= , y=ß—u 
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und vermöge der Parabelgleichung 



•uf 



Fig. 58. 



Aus den Formeln für x und y geht hervor, dass x und y eben 
soviel reelle Werthe haben, als die vorstehende cubische Gleichung 
reelle Werthe von u liefert. Um hierüber unabhängig von der Theorie 
der cubischen Gleichungen zu entscheiden, betrachte man die allge- 
meinere Gleichung 

als Gleichung einer in rechtwinkligen Coordinaten u und v ausgedrück- 
ten Curve und untersuche deren 
Verlauf nach den gewöhnlichen Re- 
geln. Man findet , dass diese Curve 
aus zwei getrennten Zweigen be- 
steht (Fig. 58), äeren erster von 
M=— 0CjV= — Qobiswc=c, y=+Q^ 
nur steigt, also bei C=^c eine ver- 
ticale Asymptote CC hat, wälirend 
der zweite einen untern Culmina- 
tionspunkt E besitzt, dessen Coor- 
dinaten sind« 

Die Frage, wann v=/3 wird, ist nun einerlei mit der Frage, wie 
viel Punkte eine in der Höhe j3 parallel zur Abscissenachse gelegte 
Gerade mit der betrachteten Curve gemein hat ; dann lehrt aber ein 
Blick auf die Figur , dass die Anzahl der gemeinsamen Punkte 1 , 2 
oder 3 beträgt , je nachdem ß kleiner , gleich oder grösser 2^^ D E ist. 
Die obige cubische Gleichung für u besitzt demnach 1 ^ 2 oder 3 reelle 
Wurzeln , je nachdem 




/3%c + |j^c«% 



oder 



ist. 



27ca*^8(/3- 



-e)» 



Geometrisch bedeutet diese Unterscheidung, dass von dem Punkte 
a ß eine, zwei oder drei Normalen zur Parabel gezogen werden können, 
je nachdem jener Punkt ausserhalb , auf oder innerhalb der Parabel- 
evolute liegt. Im letzten Falle verschwindet die algebraische Summe 
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der Abscissen der drei Parabelpunkte, nach welchen die Normalen 
gehen , was ein einfaches Mittel giebt , um zu zwei solchen Normalen 
die dritte zu construiren. 

4. Durch einen gegebenen Punkt aß soll die kürzeste oder 
längste Gerade nach einem Punkte der Ellipse gezogen werden, welche 
durch die Gleichung 

bestimmt ist. 

Die gesuchten Linien sind die durch den Punkt aß gehenden Nor- 
malen der Ellipse; die Coordinaten ihrer Endpunkte müssen ausser der 
Ellipsengleichung noch folgender Bedingung genügen 
. a'(x^a) ^ b\y-ß ) 
X y 

Bezeichnet man mit u den unbekannten gemeinschaftlichen Werth die- 
ser Quotienten , so hat man 



x = - 



y= 



y—u 



und vermöge der Ellipsengleichung 



h^ß^ 



i = l. 



* r 

Jede reelle Wurzel dieser biquadratischen Gleichung liefert ein reelles 

X und ein reelles y ; es giebt daher so viel Normalen durch den Punkt 

aj3, als die vorliegende Gleichung reelle Wurzeln besitzt. Um die 

Anzahl derselben rasch zu finden, betrachte man die allgemeinere 

Gleichung 

_ aW 6'y 

als Gleichung einer auf rechtwinklige Coordinaten u und v bezogenen 
Curve. Letztere besteht aus drei getrennten Zweigen (Fig. 59) ; der 

erste Zweig hat die Ab- 
scissenachse zur horizonta- 
. len Asymptote und steigt 

\ bis zu einer in der Entfer- 

nung 0^= Abliegenden ver- 
ticalen Asymptote B B^ ; der 
zweite Curvenzweig geht 
von der Asymptote B B' bis 
zu der in der Entfernung 



Fig. 59. 
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OA^=a^ parallelen Asymptote AÄ und besitzt einen untern Culmina- 
tionspunkt E^ dessen Ordinate DE=fi durch die Formel 

bestimmt ist; der dritte Zweig geht von der verticalen Asymptote 
AÄ abwärts und nähert sich der Abscissenachse als seiner Asymptote. 
Die Frage , wann r = 1 wird , ist nun einerlei mit der Frage , in wie 
viel Punkten eine in der Höhe 1 parallel zur Abscissenachse gelegte 
Gerade die Curve schneiden wird; man tibersieht augenblicklich, dass 
zwei , drei oder vier Durchschnitte entstehen , je nachdem 1 kleiner, 
gleich oder grösser als ft ist. Demnach besitzt die biqüadratische 
Gleichung fllr u zwei, drei oder vier reelle Wurzeln, je nachdem 

ist, und es gehen also durch den Punkt aß zwei, drei oder vier Ellip- 
sennormalen , je nachdem dieser Punkt ausserhalb , auf oder innerhalb 
der Ellipsenevolute liegt. 

5. Man soll die analoge Untersuchung fiir die Hyperbel ausführen, 
bei welcher ein ganz ähnliches Resultat zum Vorschein kommt. 

II. Wenn F{x^y^z) so zu einem Maximum oder Minimum ge- 
macht werden soll, dass die Bedingung <p(a;,y,z)=0 erfilllt bleibt, so 
hat man es mit einer Function von nur zwei unabhängigen Variabelen 
x^y zvl thun , da z eine implicite Function von x und y ist. Mit 
Bücksicht hierauf bildet man die partiell nach x und y genommenen 
Differentialquotienten von F^ ebenso die von g), und eliminirt die hier- 

d z dz 
bei vorkommenden Differentialquotienten — und — ; man erhält dann 

drei Bedingungsgleichungen für Ä:,y und z, 

6. In rechtwinkligen Coordinaten ist ein Punkt ahc und ausser- 
dem eine Ebene gegeben , deren Gleichung sein möge 

Ax-^-By+Cz^^D'^ 

man sucht den kürzesten Abstand des Punktes von der Ebene. 

Es handelt sich hier um das Minimum von 



wobei ar, y, z die Gleichung der Ebene befriedigen müssen. Zum Mini- 

' dF dF 

mum von F gehören die Bedingungen ^—=0 und ;r— =0, d. h. 

ox y 
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die Gleichung der Ebene liefert 

dz dz 

also ist durch Elimination der partiellen Differentialquotienten 

Verbindet man diese Bedingungen mit der Gleichung der Ebene, so 
erhält man die Werthe 

^ . B(D-Aa — Bb-Cc) 
^ D—Aa^Bh—Cc 

H^, y, 2) = — . , 

■/A'+B^+C' 
wobei das Wurzelvorzeichen so zu nehmen ist, dass die rechte Seite 
positiv ausflSllt. 

7. Man verlangt den kleinsten und grössten Badiusvector einer 
centrischen Fläche zweiten Grades , welche durch die Gleichung 

Ax*+By^+Cz*+2l)i/z+2Ezx+2Fxy=K 
bestimmt ist. 

Da hier F (a;,y, z) = yoc^+y^+z^ =r zu einem Maximum oder 
Minimum gemacht werden soll,^ so müssen erstens die Gleichungen 
gelten 

ferner erhält man aus der Gleichung der Fläche, wenn die Abkürzungen 

Ax+Fy+Ez=Uy 
By + Dz + Fx=v, 
Cz+Ex + Dy=rv 
eingeföhrt werden , 

dz u dz t> 

dx^ w^ dy~^ w ^ 
also zusammen 

tt V w 
x~~ y~'z'' 
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Wie man sieht, ist diese Aufgabe die nämliclie, welche schon in §. 22, 

No. 6 gelöst wurde. Benutzt man wieder die Zeichen 

EF FD DE 

L=A-^, M=B^^, N^C-—^, 

2> ' E ^ F ' 

so erhält man zur Bestimmung der Maximalwerthe von r die folgende 

Gleichung sechsten Grades 

_EF r« FD ^ i^ r^ 

8. Von einem gegebenen Punkte ctßy soll die kürzeste oder 
längste Gerade nach einem Punkte a?yz des elliptischen Paraboloides 
gezogen werden , dessen Gleichung ist 

Die Bedingungsgleichungen ftir den Eintritt des Maximums oder 
Minimums von 



sind hier 

«(a:-tt) b(y-ß) 

oder, wenn u den gemeinschaftlichen Werth dieser drei Ausdrücke 
bezeichnet , 

aa b ß 

a — u ' 

Substituirt man diese Werthe in die Gleichung der Fläche, so erhält 
man flir u die Gleichung fünften Grades 



x=:- — , t/= , , z=y—u. 






die sich zwar algebraisch nicht auflösen lässt, flir welche aber doch die 
Bedingungen angegeben werden können, unter denen sie eine, zwei, 
drei , vier oder fünf reelle Wurzeln besitzt. Man betrachte nämlich 
die allgemeinere Gleichung 



t; = M + 






als Gleichung einer auf rechtwinklige Coordinaten u und r bezogenen 

ebenen XJurve und untersuche mit Hülfe von --— =t;' und ---5 =v' den 

du dvr 

Verlauf dieser Linie. Man findet , dass dieselbe aus drei getrennten 

Zweigen besteht; der erste Zweig steigt von m=— oo, r=— 00 bis 
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M=a, »'==+Qc, und hat bei A=za (Fig. 60) eine verticale Asymptote 
AA'\ der zweite Zweig geht von dieser Asymptote abwftrts, dann wie- 
der aufwärts bis zu einer zur 
Abscisse OBz=b gehörenden 
zweiten Asymptote BB'-^ der 
dritte Zweig geht von dieser 
Asymptote abwärts und steigt 
späterhin wieder bis m=oo, 
v=oo. DieCurve besitzt dem- 
nach zwei untere Culminations- 
punkte D und F, deren Coor- 
dinaten A],ft| und A,,|Li2 heissen 
mögen und zwar so, dass die grössere der beiden Ordinaten CD und 
EFimi f4 bezeichnet wird. Nun sind A, und A, die beiden einzigen 
rellen Wurzeln der Gleichung 

die beiden zugehörigen ^ bestimmen sich durch die Formel 

Eine in der Höhe v-=y parallel zur Abscissenachse gelegte Gerade hat 
mit der obigen Curve einen, zwei, drei, vier oder fünf Punkte ge- 
mein, je nachdem 

ist, und die Gleichung fünften Grades für u liefert, diesen Fällen ent- 
sprechend , eine , zwei , drei , vier oder fftnf reelle Wurzeln. Damit ist 
die Anzahl der in jedem Falle möglichen Auflösungen, d. h. die Anzahl 
der Normalen bestimmt, welche von dem Punkte aßy auf das ellip- 
tische Paraboloid herabgelassen werden können. 

9. Man soll die analoge Untersuchung für das hyperbolische Para- 
boloid ausfahren. 

10. Von einem gegebenen Punkte aßy soll die längste oder kür- 
zeste Gerade nach einem Punkte xyz des EUipsoides gezogen werden, 
dessen Gleichung ist 

Die Bedingungen für den Eintritt des gesuchten Maximums oder 
Minimums sind hier 
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i9ä 



X y z ' 

oder , wenn u den gemeinschaftlichen, Werth dieser Quotienten be- 
zeichnet , 



a: = 



M-w' 



2 = 



c^y 



Für u erhält man die Grleichung sechsten Grades 



c^f 



Um die Anzahl ihrer reellen Wurzeln zu ermitteln, betrachte man die 
Gleichung 

a«a* 6*/?« cV* 




als Gleichung einer ebenen Curve und untersuche den Verlauf der letz- 
teren. Die Curve besteht aus vier getrennten Zweigen (Fig. 61) mit 
drei verticalen 
Asymptoten in 
den Entfernun- 
gen ^ = a\ A' 

und mit zwei un- 
teren Culmina- 
tionspunkten E 
und G , deren 
Coordinaten A,, 

fi, und Aj, |w, heissen mögen, wobei iiAg^i'^t vorausgesetzt wird. Die 
Abscissen Aj und A, sind die beiden einzigen reellen Wurzeln der Glei- 
chung 

(a'-^xy'^ (b'-xy^ i^^'"^' 
und die zugehörigen fi bestimmen sich durch die Formel 
__ a^a^ b^ß^ e^Y^ 

^^(a'-xy^(b'-ky "*" (c^^xy 

Eine in der Höhe v = l parallel zur Abscissenachse gelegte Gerade hat 
nun mit der betrachteten Curve zwei, drei, vier, fünf oder sechs 
Punkte gemein , je nachdem 

l<^n l=/*n ^,<l<fi9, 1=^2, ^2<1 
ist und die bicubische Gleichung fllr u liefert, diesen Fällen entspre- 
chend , zwei , drei , vier , fünf oder sechs reelle Wurzeln. Damit ist 

Schlö milch, Uebung-sbuch. IQ 
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die Anzahl der in jedem Falle möglichen Auflösungen, d. h. die An- 
zahl der Normalen bestimmt , welche von dem Punkte aßy auf das 
Ellipsoid herabgelassen werden können. 

11. Man soll die analoge Untersuchung für das einfache Hyper- 
boloid ausführen. 

12. Es wird eine gleiche Untersuchung über das getheilte Hyper- 
boloid verlangt. 

13. Zwei Parabeln sind gegeben durch ihre Gleichungen 

man soll auf der ersten Parabel den Punkt P, auf der zweiten den 
Punkt FI so bestimmen, dass die Entfernung. P/Z ein Maximum oder 
Minimum wird. 

Nimmt man x und ^ als unabhängige Variabele , so hat man für 
das Maximum oder Minimum von PH die Bedingungen 

die hieraus folgende Gleichung 

dx d^ 
zeigt, dass P Heine gemeinschaftliche Normale beider Parabeln sein 

muss. Vermöge der Werthe von — und -~ wird die letzte Gleichung 

X ^ b 
a 71 

und wenn man den gemeinschaftlichen Betrag beider Quotienten mit 
u bezeichnet, so ist 

b 
x^au. «= — , 
u 

flw* ^ b 
nach Substitution dieser Werthe verwandelt sich die Gleichung 

in die folgende zur Bestimmung von u dienende Gleichung 

w'+2w'— 2 — w« =0. 

a a 
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Um die Anzahl ihrer reellen Wurzeln zu finden, denke man eich 

w*+2m» , b 

v= --— — und v= — 
2w''+l a 

als Gleichungen einer Curve und einer in der Höhe — parallel zur 

a 

u - Achse gelegten Geraden ; die Discussion der Curve zeigt , dass ihre 

Ordinaten von v= — oobis v=+qo continuirlich wachsen, dass also 

der Specialfall r=: — nur einmal vorkommen kann. Die beiden Para- 
beln haben daher jederzeit eine , aber keine weitere gemeinschaftliche 
Normale. 

Für bz=:a wird i/==l, x=a^ y = ^a, |=^ö, ri=a. 

14. Eine Ellipse und eine gleichseitige Hyi)erbel sind gegeben 
durch ihre Gleichungen 

^ + ^ = 1 und ^rj = k'; 

man soll auf der ersten Curve den Punkt JP, auf der zweiten den Punkt 
n so bestimmen, dass die Entfernung PIl ein Maximum oder Minimum 
wird. » 

Betrachtet man x und $ als unabhängige Variabele , so hat man 
für das Minimum von P Fl 

mithin 

dy ^_^diri 
di'~dl' 

woraus hervorgeht, dass die Gerade PTl normal anf beiden Curven 

sein m jss. Zufolge der Werthe von -— und -rz ist weiter 
° doc d% 

Nennt man u den gemeinschaftlichen Werth der beiden ersten , v den 
gemeinschaftlichen Werth der beiden letzten Quotienten, so findet man 



,_a* — M »_*!l^ 



13* 
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und aus den Gleichungen der Curven 

'^^^^ITu + l^^r 

"^ ~ /^ 

Die Elimination von v würde eine bicubische Gleichung für u liefern, 
aus der sich i/, dann r, .r, t/ , |, rj finden Hessen; man thut aber besser, 
die vorstehenden Gleichungen als Gleichungen zweier in rechtwinkligen 
Coordinaten u und v ausgedrückten Curven zu betrachten und deren 
Durchschnitte aufzusuchen. Unter der Voraussetzung a<^b existiren 
nur zwei reelle Durchschnitte, für deren Coordinaten W| , »j, m,, r, fol- 
gende Bemerkungen gelten: 

— QC<M,<a% 6*<M2<+Qo, 

Die weitere Discussion über die BealitSt von a:, y, J, iy bietet 
keine Schwierigkeit. 

15. Ein Ellipsoid und eine Fläche dritten Grades sind gegeben 
durch ihre Gleichungen 

^+^ + J = lund|^£=Är'; 

man soll auf der ersten Fläche den Punkt P, auf der zweiten den 
Punkt n so bestimmen , dass die Entfernung P Tl ein Maximum oder 
Minimum wird. 

Nimmt man o*, ^, ^, i} als unabhängige Yariabele, so hat man 
die vier Gleichungen 

die hieraus folgenden Relationen 

dx ^§' dy dri 
zeigen, dass P H eine gemeinschaftliche Normale beider Flächen sein 
muss. Vermöge der Werthe der viet auftretenden partiellen Differen- 
tialquotienten erhält man weiter 

X y z ' 
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oder, wenn man u den gemeinschaftlichen Werth der ersten drei, v den 
der letzten drei Brüche nennt 



L'*— 


a' 


1 


y* 




b* 


, 2«: 




c* 




(«'- 


u)v ' 




ib*-u)v 


(c'- 


-«)»' 






a*-u 






b*-u 




C«-tt 






4'= 


UV 


» 


v' 


UV ' 


£'= 


UV 





Aus den Gleichungen der Flächen ergeben sich nun ftir u und v fol- 
gende Gleichungen 

a^ . _Ü_ . _£!_ 

' 1^ ' 

welche ftlr tt allein eine Gleichung zwölften Grades liefern. Betrachtet 
man aber die vorstehenden Gleichungen als Gleichungen zweier sich 
schneidenden Curven, so findet man leicht, dass es für u und v nur vier 
relle Werthepaare giebt, nämlich wenn ö< ^< c vorausgesetzt wird, 

— QO<Mi<a«<Wj<6«<W3<C«<M4< + QO, 

»i>0, »2<0, Vz>0, v^<:0. 
Die weitere Discussion über die Realität der entsprechenden 
o:, y, 2, 1, i;, J bietet keine Schwierigkeit. , 
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Capitel XL 



Unendliche Reihen. 

§. 35. 
Die Entstehiing nnendlicher Reihen. 

Die Summe der aus ti Gliedern bestehenden Reihe Mq+'^i +"» "t" • • • 
... + Wn— 1 sei bekannt und heisse iS«; trifft es sich nun, dass S„ bei 
unendlich wachsenden n gegen einen bestimmten endlichen Grenzwerth 
S convergirt, so geht die Gleichung 

in die folgende über 

S=Mq+m, +Mj+ .... ininf.y 

dann heisst die Reihe convergent, S ihre Summe. Ist dagegen 
Zf'm 5„ keine bestimmte Grösse, so heisst die Reihe divergent und 
sie hat dann keine Summe. 



1. Um die Reihe 



^+„JL+J_+....+ 



1.2 2.3 3.4 «(« + 1) 

ZU Summiren , benutze man die identische Gleichung 

1 1 1_ 

m(m+l) m m + l' 
man findet 

,_ 1 =J,+ JL+J,+. 



n + \ 1.2^2.3^3.4^ ^ n{n + \) 
und für ft=:Qo 

i=-L+-L + J- + .... 

1.2^2,3^3,4^ 
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2. Auf ähnliche Art sollen die folgenden Gleichungen bewiesen 
werden : 

II 1 . 1 . . 1 



X x^n a:(a;+l)^ (a: + l)(a:+2)^ ^(a;+« — l) (a: + «)' 

X a(a:+l)"^(.r+i)(a;+2)"^ (a:+2) (a:+3) "^ 

3. Mittelst der identischen Gleichung 

1 



— 1 

— 2 



(a+m)(a: + m + l)0T+m+2) 
1 1 



(a: + m)(a?+m + lj (a: + m + l) (a: + m + 2) 
erhält man 



1 1 



a:(^+i)(a? + 2)^(a: + l)Ca:+2)(a; + 3) 
. !: 

1 1 



2a; (a:+ 1) o: (a;+l) (a: + 2) 



^(a: + l)(a' + 2)(a:+3)^(a:+2j(a:+3)(a; + 4) 
' 4. Setzt man in der identischen Gleichung 



2—1 Z* — 1 2 + 1 

der Reihe nach z=a?, o;*, a;*, a:^,....a;*"" , multiplicirt die entstehen- 
den Gleichungen der Reihe nach mit 1, 2, 4, 8,,.. .2" ~* und schreibt 
kurz /> für 2""^ so erhält man durch Addition 

1 2p 

x—X^x'^v^l 
1.2.4. . p 



a;+l, a:*+l^a:*+l ^ ^ a:P + l' 
Für n = 00 wird hieraus unter der Bedingung o: > 1 

1 ^ i . ^ I ^ I ^ I 
a:-l a;+l"^a:* + l'''a;*+l'''a«+l'^ 

fttr a: ^ 1 divergirt die Reihe, 
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5. Setzt man in der obigen identischen Gleichung der Reihe nach 

i i ¥ - 

2c=a: , a: , a; , . . .o:*, wo 5'=i2" ist, so erhält man auf ähnliche Weise 

1 1 



X^^-l) "'■"' 



a:'+i x'+l X +1 ' a« + l 

und fUr n= 00, falls x von der Einheit verschieden ist, 

1 1 

Ix x—i 

= h'-^+k--jT-+i--r + 

X +1 x'^-\' \ X -\- i 

6. Mit Hülfe der goniometrischen Formel 

^cotu — cot 2 1/ = ^ (an u 

erhält man für u=^Xy i^i i^> • • • -;^ -^ ^^^ ^ 2":?=y 

1 X 1* '¥* ST \ Jil 

— cot cotx=l tan \-ilan [-l tan — | »H tan — , 

q q ^ 2^* 4^^ 8^ ^ q q' 

woraus für »=^00 folgt 

:Cotx=^ \ tan hl tan \-ltan- — 1 • 

X ^ 2 * 4 ^^ 8 ^ 

7. Die Summenformel für die geometrische Progression, nämlich 

-fH — ==l + a:+a:'+a:»H 1-^"~^ 

l — X 

giebt bei unendlich wachsenden n 

\ — x 

-l<a:<+l; 

für alle der zuletzt angegebenen Bedingung nicht genügenden x diver- 
girt die Beihe. 

8. Multiplicirt man die vorhergehende Summenformel mit x und 
4ifferenzirt das Froduct, so entsteht 

1 — fn 4- O £C« 4-n 0;''+^ 

(iL^V =l + 2;r + 3x«+4^'+...> + ;i;y"-i 
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und bei unendlich wachsenden «*) 

-l<a:<+l. 

9. Multiplicirt man die vorhergehende Summe der endlichen 
Reihe mit x und differenzirt , so erhält man 

und fUr «=:0o 

Ji^ = l+4^+9a;«+l6.r«+ 

-I<a:<+1. . 

Auf ähnliche Weise kann man viele ähnliche Reihensummen ab- 
leiten. 

10. Es bedeute JJ die unbekannte Summe der aus n Termen be- 
stehenden Reihe 

[7=l + a:co^6+a:*oos20 + a:^v>.<f3 6-f- +a;"~*C05(w— -1)0; 

um U zu finden, multiplicire man beiderseits mit 

1— .2a:co5 0+Ä^ 
und beachte rechter Hand die Gleichung 

2cosk%cos%=^cos{k— l}0 + co5(Ar + l)0, 

dann erhält man nach gehöriger Hebung 

Hieraus ergiebt sich ü und es ist also 

1— :cco*0— a;"co5w0+a'*+^co5(w— 1)0 

1—2x0050 + 0;* 

= l + icco50+a:*co520+ar*cos30 + ..«+cr"-*co5(« — 1)0. 

Durch Uebergang zur Grenze fttr unendlich wachsende n wird hieraus 



*) Zur Ermittelung, des Grenzwerthes von np{n) kann man sich hier 
und in .mehreren späteren Fällen des Satzes bedienen, dasß ip{n) gegen 
die Null convergirt oder unendlich wächst, je nachdem der absolute Werth 

von Um ^" . . ■ weniger oder mehr als die Einheit beträgt. (Compend. 

d. h. AnaL S. 208.) Ist der letztere Grenzwerth = 1 , so muss eine beson- 
dere Untersuchung über Lim ip (n) vorgenommen werden. 
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-ZZ — = 1 + a- cüs + o;* C05 2 O+o:' C053 +• • • 

Eine Folge hiervon ist die Gleichung 

I 2 

^^^ z=l + 2{xcosd + x^cos2d + a^cos^d'] ) 

1 — 2acos0 + a;* 

11. Behandelt man auf ganz ähnliche Weise die Gleichung 
r=^xsinQ+ä:^svrzd+Jc^sin*6d-\ \-A:'''-htn(n — l)By 

so erhält man zunächst 

(l — 2xcosO + Jc'^) V=^xi;ind — x''sintid + a:''-f-hifi(n-i)6, 

mithin 

X sin —x^ sin w + a;"+ ' sin (n — l) 

l — 2xcosd+ x^ 
z=xsinO+x^sin2d+xr^sinZd+ \-x"-^sin{n - 1)0. 

Für ;i = 00 giebt dies 

7j =xsin + x^ sin 2 + a:^ 6m 3 H 

l—2x cos ü + x^ 

-l<a<+l, 
wo beiderseits x gehoben werden kann. 

12. Wir knüpfen hieran einige Bemerkungen über die gebrochene 

Function 

1 

Setzt man zur Abkürzung 

wobei aber a'>/5 sein muss, wenn a und b reell bleiben sollen, so ist 
a+ü=2c(y ab = ß^ mithin 

1 1 1 j q b \ 

l — 2az+ßz^ "~l~.(a + 6)2 + a&2*""a — fei 1 — «2 1 — 62) 

Im Fall nun die absoluten Werthe von az und bz echte Brüche sind, 
kann rechter Hand die Formel 

^ ^l+x+x^+x^-^ 
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sowohl fttr a:=a 2, als für x=bz angewendet werden; hierdurch ent- 
steht ein Resultat von der Form 

und zwar ist 

_ a«+t-fc «+> (a + /^^)-+ ' _ (« _ j/^F^ßY^ 

Zur weiteren Entwickelung des Zählers lässt sich der binomische Satz 
für ganze positive Exponenten benutzen , wodurch entsteht 

^^n = (« + l).«" + (« + l),a»-2(«'-i3) + (« + l)5 «"-*(«*-«' 

+ (/i + l),«''-n«'-/3y+---- 
also 

Unter der Bedingung', dass gleichzeitig 

«'>i5, [(a+/?^)^^r<l und [(«-/ii^)c]»<l 
ist, gilt also die Gleichung 

Die vorigen Schlüsse verlieren ihre Anwendbarkeit, wenn a^< ß 
ist, mithin a und b imaginär werden. Da in diesem Falle ß positiv 
und }/ ß >a sein muss , so kann man 

a a X . 

Vß Vß 

setzen und es wird dann 

1 1 



l^2az+ßz^ ~" l-2a:cosB + x^' 

Hier lässt sich unter der Bedingung a:'<^ l die letzte Formel in No. 11 
anwenden, wodurch entsteht 

:: . ^ , = -7-A \stnB+xsin2d+a^sin^d+a^sin4B + "- } 

\ — 2az + ßz^ smd\ \ 

= I + C,Z + C,2*+(732»H 

Der Werth von C„, ist 
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oder nach einer bekannten Formel (Compend. d. h. Anal., §. 7, No. 15) 
C„ = yß^\{n + i)icos''0 — (fi + l%cos'"-^0sin^'d 

durch Substitution der Werthe 



cos ö =: ,— , stnü=^—^= — 

Vß Vß 

wird hieraus 
C»=(/. + l)i««-(«+l),«"-*((3_««) + (r, + l), «»-'«(/*-«')' 

Unter den Bedingungen , dass gleichzeitig 



«»</j<i 



ist, gilt also die Gleichung 
1 



= I+2az + (4a*-/5)2*+(8««.-4ai5)zH' 



1— 2az + /52* 

Die Coefficienten von Zj z* , z' etc. sind hier dieselben wie früher, 
die Bedingungen für die Gültigkeit der Gleichung sind aber andere. 

Wäre endlich j3=a*, so würde man f^r az—x auf die in Nö. 8 
entwickelte Summenformel zurückkommen. 

§. 36. 
Die Gonvergenz und Divergenz der Reihen. 

Wenn eine gegebene unendliche Reihe nur positive Terme ent- 
hält, so dienen folgende Sätze zur Beurtheilung ihrer Gonvergenz oder 
Divergenz. 

a) Die Reihe convergirt, sobald von einer bestimmten Stelle an 
ihre Terme kleiner sind als die gleiohstelligen Terme einer anderen 
als convergent bekannten Reihe; sie divergirt wenn dagegen ihre 
Terme grösser sind als die entsprechenden Terme einer bekannten 
divergirenden Reihe. 

b) Die Reihe 

«'o+"i + «^ + "8H 

convergirt oder divergirt, je nachdem 

weniger oder mehr als die Einheit beträgt. 

Digitized by VjOOQIC 



Unendliche Reihen. 205 

c) Im Fall der genannte örenzwerth ;= l ist , giebt das vorige 
Kennzeichen keine Entscheidung; man untersuche dann 



.■,j,(,--±i)jr 



je nachdem dieser Grenz werth mehr oder weniger als die Einheit aus- 
macht, convergirt oder divergirt die Reihe. 

d) Sehr häufig lässt sich mit Vortheil der Satz anwenden , dass 
die Reihen 

w,+«i + t<8 + W4+w»H 

und 

"i + 2«i + 4M4+8M8+16Mte+.... 

gleichzeitig convergiren uud divergiren, wie aus folgenden Schlüssen 
hervorgeht. Wegen Mj >; ti, >> m, . . . ist 

4M8 <W4 H hw7<4i/4, 

8w,e<W8H hW|5<8w8, 



mithin durch Addition und allseitige HinzufUgung von t/i 

i"i — «2+i(«i+2«,+4M4+8WgH ) 

<«t + «2+«s + W4 + W5+----< 

"i+2«» + 4w4+8w8+16wi6H ; 

diese Ungleichung liefert sofort den Beweis, dass die Reihe w, +w, 
+ «,+ etc. convergirt oder divergirt, je nachdem die Reihe Wi + 2?/, 
+ 4W4+ etc. convergent oder divergent ist. 

^Wenn eine Reihe aus Termen mit altemirenden Vorzeichen be- 
steht, mithin unter der Form 

^0 — «t + «j— »'3+*--- 
enthalten ist, so convergirt sie immer, sobald von einer bestimmten 
Stelle an jeder Term grösser als der nächste und zugleich Limun=0 ist, 

Beispiele. 

1. Die Reihe 

convergirt fttr a;*<l l und divergirt in jedem anderen Falle. 

2. Die Reihe 

X x^ x^ cc* 

1 ^ 2 ^ 3 ^ 4 ^ 
convergirt für a:'<^l und divergirt fär ir^> 1. Im Falle x^==l ist zu 
unterscheiden, ob a:=— 1 oder ir=+l i'^^t. Für J7=— J convergirt 
die Reihe, für a:=+l führen folgende Schlüsse zur Entscheidung. 
Die Ungleichungen 
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geben , wenn in der ersten ä=1, « = 2—1, in der zweiten ä = J , a=z 
gesetzt wird , 

/(z+l)-/2<i-</z-/(z-l) 

mithin ftlr z = 2,3,...w imd Addition nebst Hinzuftigung der Einheit 
l-/2+/(« + l)<j + i+... + -L<i + /,i; 

daraus erhellt unmittelbar die Divergenz der Reihe. 
3. Die Reihe 

X x^ ÜC^ 

convergirt für jedes endliche x. Wenn x nicht eine kleine Zahl ist, 
so wachsen anfangs die Terme (wovon schon x=b ein Beispiel giebt), 
es lässt sich aber auf folgende Weise die Stelle im Vorauf bestimmen, 
von welcher ab die Reihe schneller convergirt als eine geometrische 
Progression. 

Wendet man den Satz 

auf die Function f(üc)=xlx an, so erhält man 

(a + /0/(rt + Ä)_a/r/ = Ä[l + /(a + OÄ)] 

und fttr die extremen Werthe 0=0 und 0=1 

(«+Ä)/(ö + Ä) — ö/a>Ä[l + /fl], 

(a + h)l(a + h) — ala<:,h[l + l(a + h)]. 

In der ersten Ungleichung setze man A=l , «=2 , in der zweiten ä=: I, 

0=2 — 1 , es wird dann 

2/2-(2 — l)/(2~l)-l</2<(: + l)/(2+l) — 2/2 — 1. 

Durch Addition aller für 2=2,3,4,...« hieraus entstehenden Unglei- 
chungen folgt 

«/« — (n—l)</(2.3...w)<(w + l)/(w + l)_-2/2— (w — 1) 
oder 

-— -^<1.2.3...«< -^-V-f— » 

mithin 

x^ 1 /ex\^ 

1.2.3...« ~ \T/ * 
Bezeichnet k die ganze Zahl , welche nächstgrösser als ^o; ist, so wird 
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1.2...^ l.2...{k+iy 1.2. ..(^ + 2) 

<iiCrr+c^.)'*'+G-^.r+...| , 

und hier convergirt die eingeklammerte Reihe stärker als eine geome- 
trische Progression, die nach Potenzen des echten Bruches ^ fort- 

■n 

schreitet. 

4. Die Reihe 

. 1 . 1-3 . . 1.3.5 , , 

14. xA orA ar+ 

^2 2.4 •/.4.0 

convergirt für a;'<^l und divergirt ftir a?* > 1. Im Falle x=+l diver- 
girt sie (nach c), im Falle a;=— l convergirt sie, wie man mittelst 
des Satzes 

^""^(H-"I)(H^..(«+«-i) ' -^^ 
leicht finden wird. 

5. Die Reihe 

.1 X l,Z x\ 1.3.5 x" , 

^2 1 2.4 2 ^2.4.6 3 ^ 
convergirt für OJ^^I und divergirt für o?* >1. 

6. Die Reihe 

X CT* X^ 
1* ^ 2* ^ 3* ^ 
convergirt für ir*^l und divergirt für ir*> 1. 

7. Die allgemeinere Reihe 

X x^ x^ 

1/" ' 2^ 3^ 
convergirt (bei jedem fi) für a?*>>l und divergirt für a:*<l. Im 
Falle x=—l convergirt sie, sobald fi eine positive Grösse ist. Im 

Falle x=:+l erhält man (nach c) für — = ö 



die Reihe 



IM ' 2M ' a«* ' 



convergirt also für |ii>>l und divergirt für |ii<l. Ist fi = l, so 
kommt man auf das zweite Beispiel zurück. 
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Zu den letzteren, fttr x=^+l geltenden Besultaten gelangt man 
auch mittelst des unter d) erwähnten Satzes. 
8. Die Reihe 

<r?* ^ z*»* 



2^*72 ' a'^/a ^4^/4 ^ 
convergirt ftir a:*<; I und divergirt fttr iF*>l. Im Falle x==—l 
cönvergirt sie bei allen positiven fi; ist a;=+ l , so zeigt der Satz df) 
(ftir f/,=0), dass die Reihe nur unter der Bedingung fi>l con- 
vergirt. 

9. Um die Convergenz oder Divergenz der Reihe 

zu entscheiden, benutze man die Ungleichung 

-*-</(«+Ä)_/«<A 

fttr a=1 , Ä= — : man findet dann, dass die Reihe fttr a;*<:l conver- 
n — 

girt und im Gegenfalle divergirt. 

Geht man (für a;=l) von den Logarithmen zu den Zahlen zurück, 

so ergiebt sich der bemerkenswerthe Satz, dass das unendliche Product 

C+i/ (1+0*0+1)* 



gegen einen endlichen Grenzwerth convergirt. 
10. Zur Abkürzung sei 

*»=++4+l+ —+^ 

und gegeben die Reihe 

X x^ x^ 
_+_ + _+.... 
l,s-, 2a-, 3i?, 

Für a:*<^l convergirt dieselbe, fUr a?*>l divergirt sie. Im Falle 
3?=— 1 ist gleichfalls Convergenz vorhanden; im Falle a; = +l wende 
man den Satz rf) an und beachte die Ungleichungen 

^4-«^,+i + i<^2 + |<3, 



es ergiebt sich danif , dass die Reihe 
divergent ist. 



-+-+ ' +. 

1.9, 25, 35,^ 
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11. Die Reihe 

worin s„ dieselbe Bedeutung hat wie in No. 10), convergirt für a:'«^ I 
und divergirt für a?* > 1. Wegen Lim s„=co ist auch im Falle a?=— l 
Convergenz vorhanden. Für a? = +l zeigt die Anwendung der in 
No. 2) bewiesenen Relation 

l_/2-H(« + l)<.„<l + /«, 
dass die Reihe divergirt. 

12. Um die Reihe 






+/(0+i)-L^+. 



1+4^ 

zu untersuchen, bemerke man zunächst, dass ^ keine ganze negative 
Zahl sein darf, weil sonst ein Term unendlich werden würde. Schliesst 
man im Folgenden die Fälle |u =— 1 , — 2 , —3 etc. aus , so ist ferner 
Un-^\ ^ .^/(.^ + 2 ) + /(;2 + l+^0^(fi+l)/(/? + l) 

wobei sich der Grenzwerth des Bruches mittelst des Satzes 



X, 



finden lässt; man erhält 



Ltm — - — = X , 



mithin convergirt oder divergirt die Reihe, je nachdem a;'<; I oder 
07* >i ist. Für x = —l convergirt die Reihe. Der Fall ir=+I er- 
ledigt sich , wenn man die Gleichung 

m=m+hf\eh), o<o<i 



auf die Function 



'f-^!?!="'<'+')-'c+.») 



anwendet und nachher h = — setzt : die Reihe 

?i 






erhält dann die Form 



(f^-O 7TTr^v7h-:^ + 



'*^'* ■' ](H-d,) (I +(,.%) ^ (2 + d,) {2+ ,19,) 



aus welcher ihre Convergenz leicht zu ersehen ist. 

Schi ö milch, Uebung^sbnch, ]^4 
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Hieran knüpft sich die bemerkenswerthe Folgerung, dass das un- 
endliche Product 

(i+i>" (i+if ii+ir 

gegen einen bestimmten endlichen Grenzwerth convergirt, welcher 
selbstverständlich eine gewisse Function von fi sein muss; dieselbe 
wird nicht selten mit 11 (ju) bezeichnet. Hiemach ist für unendlich 
wachsende n 



Ki+iZ 0±i> 



(-^r 



^-"rfst-VTit"- .T^?^ ="«• 



1+ fi 



oder nach gehöriger Hebung 



mithin auch 

Ztm 



-«^-M = 



fl fA + 1 ^ + 2 |ll + W — 1 ( fl 

Die rechts stehende Function pflegt man Fdi) zu nennen. Bei gan- 
zen positiven fi sind ihre Werthe leicht zu finden, nämlich r(i)=l, 
r(2)=l, r(3)=1.2 und überhaupt 

r(p)=l.2.3...(/?-l). 
Zufolge der Definition von r(ii) kann man setzen 

wo ^ zwar nicht genauer bekannt ist, jedenfalls aber bei unendlich 
wachsenden n gegen die Null convergiren muss. Hiernach ergiebt 
sich die oft brauchbare Gleichung 

1.2.3 n ^ "^^^ riiif 

Um eine Anwendung derselben zu zeigen, leiten wir aus der vor- 
stehenden Gleichung die folgende ab 

fe(6 + l)(6+2)...(6+yi~l) ^ 1 + ^. r(c) 1 
c(c+\]lc+2)...(c + n-l) l + Q •r(&)*n^~*' 
welche sofort erkennen lässt, dass 

^ .^ b(h + l)ib + 2)...(b + n^l) 
c(c+l)(c+2)...(c+n^l) 
r=QO , = l oder —0 ist, je nachdem b mehr, eben so viel oder weniger 
als c beträgt. 
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13. Die Reihe 



"^l'l«"^ 1.2 *2«'^ 1.2.3 '3«"^ 

convergirt für aj'^l und divergirt fttr a?'>l. Die Fälle a;=-— l und 
x=+l erledigen sich durch Anwendung des vorigen Satzes, zufolge 
dessen die Reihe folgendermaassen geschrieben werden kann 

man ersieht hieraus, dass im Falle a;=:— 1 nur flir a— j3> — 1 und im 
Falle x= + \ nur für a — j3>0 Convergenz vorhanden ist. 
14. Die Reihe 

^\.c ^ 1.2.c(c+i) 
a(a + l)(a+2).bib+l)(b+2) 
"^ 1.2.3.c(c+l)(f* + 2) "•■';* 

convergirt flir a;'< 1 und divergirt flir a?* > 1. Giebt man der Reihe 
die Form 

r(c) \ (l + 6,)x (}+8,)x^ (i + S,)x^ I 

^r(rt)r(6) |i«-«-*+i"'"2^-«-*+i"'"3<'-«-*+i"* j' 

wo (S,, ^2» ^3 etc. echte Brüche sind und Ziw6«=0 ist, so folgt, dass 
die Reihe für 3?=— 1 nur unter der Bedingung c — a— fe>— 1, und 
für J7=+ l nur unter der Bedingung c — a—.b^ convergirt. 



§. 37. ' 
Snmmimng einiger Potenzenreihen. 

Für das Folgende sind einige Sätze nöthig , welche wir zunächst 
vorausschicken. 

a) Die unendliche Potenzenreihe 

convergirt unbedingt, wenn der absolute Werth von 
weniger als die Einheit beträgt ; setzt man zur Abkürzung 



Ltm =A, 

so lässt sich die vorige Bedingung kürzer ausdrücken durch die Un- 
gleichung 

-A<a:< + A odera;»<A% 

14* 



• 
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Unter derselben Bedingung convergirt auch die Reihe 

wie man durch Untersuchung von Lim ""^ findet. 

ft) Die Summen der vorigen Reihen mögen f(x) und g)(x) 
heissen, nämlich 

/'(^) = ''o-*-^i ^+ ^'2 ^' + f'3^^H > 

(jp(ir) = l /y, + 2 r/ja;+3 «807'+ . . • • ; 

man kennt diese Summen zwar nicht, weiss aber wenigstens, dass 
beide so lange endliche Werthe haben, als ir'<CA* bleibt. Vermehrt 
man x um eine kleine positive Grösse 8 von der Beschaffenheit , dass 
auch (x+dy<^k* ist, und vermindert man andererseits x um s unter 
Festhaltung der Bedingung (a? — f)*< k\ so hat man durch Subtrac- 
tion der entsprechenden Gleichungen 

f{x+ö)-f(x-e) 



ix- 
«1— 



6 + s ' ' ö + e 



\- 



Hier lässt sich auf alle rechts stehenden Quotienten der Satz 

ma'^-^K^ <mß'^-\ cv</3 

P — « 

ftlr a=ir— €, j5=a;+5 anwenden; dies giebt unter der Voraussetzung, 

dass a, , a^j a,. .. und a; positiv sind 

{S + s)\lrt,+2a^{x-s)+Sa^(x~~fy +....{ 

<:f{x + ö)-.f{x^.e)< 

(S+B)q>(x^B)<f(x+8)-f(x^0<(^ + e)v(^+S). 

Bei verschwindenden 6 und s folgt hieraus , weil fp (x) einen endlichen 
Werth hat , 

Lim[nx+d)-nx-B)]=0', 

die Summe einer nur positive Terme enthaltenden Potenzenreihe ist 
hiemach eine stetige Function der Variabelen x. 

Kommen positive und negative Terme vor, so lassen sich alle 
positiven Terme für sich, und ebenso alle negativen Terme für sich 
zusammenziehen und die Summe f{x) erhält dann die Form f{x) 
=/i(^} — /iW« Hier sind /i(.r) und f^{x) einzeln genommen stetige 
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Functionen von ar, ihre Differenz f{x) ändert sich daher gleichfalls 
continuirlich. Es gilt daher der Satz, dass die Summe jeder Potenzen- 
reihe innerhalb des Convergenzintervalles eine stetige Function der 
betreffenden Variabelen'ist. 

c) Aus .der letzten Ungleichung folgt flir f=0 

und durch Uebergang zur Grenze für verschwindende 6 

f{x)=^q>[x). 

Besteht demnach eine Potenzenreihe aus positiven Termen , so ist der 
Differentialquotient ihrer Summe gleich der Summe von den Differen- 
tialquotienten ihrer einzelnen Summanden. Mittelst der vorhin be- 
jiutzten Zerlegung von f{x) ui f^{x)—ft{x) lässt sich dieser Satz auf 
beliebige Potenzenreihen ausdehnen. 

d) Wenn zwei Functionen F[x)\md. f{x) gleiche Differential- 
quotienten haben [/^'(ir)=/'(.r)], so lässt sich auf folgende Weise eine 
Eigenschaft dieser Functionen entdecken. Es sei t^ [x) die Differenz 
beider Functionen , d. h. 

^(x) = F{x)^f{xy, 
man hat dann 

Unter der Voraussetzung , dass F[x) und f {x) innerhalb irgend eines 
Intervalles stetig bleiben , ist auch i/; {x) eine continuirliche Function 
von a:, dasselbe gilt von '^' [x) =0. Mittelst des Satzes 
t(;(a + A)— i^(a)=Äip'(a+'^Ä), 0<O< 1 
ergiebt sich nun, wenn a und a+Ä innerhalb des Continuitätsinter- 
valles liegen , 

t^(a + Ä)~T(;(ö)=0, 

woraus hervorgeht, dass t/; [x) einen constanten Werth hat. Zwei stetige 
Functionen, welche gleiche Differentialquotienten besitzen, können 
daher nur um eine Oonstante differiren. 

Aufgabe 1. Man sucht die Summe der Reihe 

\x + \x^+\c^ + h^+"-, 
welche für a;*<:;i convergirt. 

Bezeichnet man die Summe der Reihe mit F{x) , so hat man 

i^'(ar) = l+.r+ir*+a:»H , 

d. i. 

^ ' 1— o; 
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Schreibt man statt dieser Gleichimg die folgende 

SO ergiebt sich nach dem Satze d) 
oder vermöge der Bedeutung von F (x) 

Die Constante bestimmt sich dadurch , dass man dem x irgend einen 
speciellen zwischen — 1 und + 1 liegenden Werth ertheilt ; am besten 
eignet sich hierzu der Werth a: = 0,^ mittelst dessen man findet Const. 
=0, also 

Setzt man einmal x=+^, das andere Mal ar=:—^, so giebt die 
Differenz beider Gleichungen 

Hieraus lassen sich noch folgende Formeln herleiten 
lz^^[l{z-\-\)+l{z-\)] 

2>1, 

/(j + 2)=2[/(z + l)_7(t_l)]+/(t-2) 

2 >2. 

Aufgabe 2. Man sucht die Summe der immer convergirenden 
Beihe 

^+T"'' 1:2+ 1X3 "•■•••• 

Bezeichnet man die gesuchte Summe durch (t> [x) , so erhält man 
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woflir geschrieben werden kann 

dx dx ' 

Daraus folgt 

I0(x)—x==c oder (D(a:)=e*^+* 
d.i. 

, X , x^ , oc^ , , 

iH — h — =e^+* 

^ 1 ^1.2^ 1.2.3^ 
Für x=^0 ergiebt sich e*^=l, mithin 

X X 1; 

^ 1 ^1.2^1.2.3^ 

Aufgabe 3. Man sucht die Summe der Reihe 
fi (i{(i — l) , , fi,(|U-— l)(fi, — 2) 

^ 1 ^ 1.2 ^ 1.2.3 ^ 

welche für x^<^l convergirt. 

Bezeichnet man mit 0{x) die gesuchte Summe, so findet man 
{l+x)0\x)=fi0{xy, 
wofür geschrieben werden kann 

dlO{x) _d [iil{l + x)] 
dx dx 

Hieraus folgt 

lO{x)-(il{l+x)^c oder 0{x)=e^{l+xY, 



mithin 



^ 1 ^ 1.2 ^ 1.2.3 ^ 



Für a:=0 ergiebt sich g*^ l'^ssl also wenn (1+^)'* im absoluten Sinne 
genommen und demgemäss l'*=l gesetzt wird , ß° = 1 und 

(l + .r=l + -^,+ ^^,«+(^^ 

a;«<l. 

Aufgabe 4. Man sucht die Summen u und v der folgenden, 
immer convergirenden Reihen 

_ x^ X* . x^ 

""" 1.2'^1.2.3.4 1.2. .6'' ' 

r8 /r* 



.T a:' 



«^=-r-r-;r^-F 



1 1.2.3 1.2.3.4.5 
Quadrirt man die erste Gleichung, so entsteht ein Resultat von fol^ 
^ender Form 
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1.2 ^1...4 l...b ^ ' 

und darin ist 

''"""^""nY""'" r273:4 "**' 

oder nach der kurzen Bezeichnung der Binomialcoefficienten 

««. = («)o- OO2 + ('O4- OOeH 

Auf gleiche Weise erhält man 

1.2 1...4 ^1...6 

und darin ist 

^ii = («)i— Ws + Wo 

Aus den Formeln fllr u* und v^ folgt 

^ 1.2 ^ 1...4 l...(5 ^ ' 

darin ist aber 

mithin bleibt 

M«+t;' = l, 

wofür man auch schreiben kann 



Diiferenzirt man femer die ursprünglichen Gleichungen fllr u und 
r, so hat man 

du /. r 

oder in anderer Form 

darccosu d(^x) 

dx dx ' 

darcsinu d(x) 

dx dx ' 

Die erste Gleichung liefert arc cosu^x=^a oder u = co5 (.r + a), mithin 

1.2^1.2.3.4 V -r ^1 

für :c=0 wird hieraus co5a=l, mithin a==2A:jf, wo A: eine positive 
oder negative ganze Zahl bedeutet, also durch Substitution dieses 
Werthes 
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co5.r=l ~ \- 



1.2 1.2.3.4 1...6 
Auf analoge Weise erhält man t;=si«(.r + |3) und schliesslich 



stnx= ' 



1 1.2.3 ' 1.2. .5 
Aufgabe 5. Man sucht die Summe der folgenden, fttr >t'^1 
convergirenden Reihe 

Wird die Summe der Reihe mit F(x) bezeichnet, so ergiebt sich 

oder 

dF(x) darctanx 

dx dx 

und hieraus folgt 

F (a?) = arclan :r + c. 

Nach Substitution dieses Werthes kann die Constante mittelst der 
Specialisirung x=0 bestimmt werden und es ist dann 
,arctanx=\x^ i^'+y^* — y^'+ •••• 
- a:'<l. 
Aufgabe 6. Man sucht die Summe der folgenden, fUr x*< I 
convergirenden Reihe 

0? 1 a?» l .3 a:* 1.3.5 x'' 
1^2 3 ^2.4 5 ^2.4.6 7 ^ 
Bezeichnet F (x) die Summe , so ist 

«//-x . 1 «il'^ M , 1.3.5 -. 

rcx)^i + -x^+-x^+--^x^+.... 



d.i. 



oder 



/l — a;* 



dF{x)^ d aresin x 
dx dx 

Hieraus folgt 

F(x) = aresin x + ConsU , 

und nach Bestimmung der Constanten ergiebt sich 

a: ,1 aj« .1.3 a:* 

arcs%nx^=' . . P. 

1^2 8 ^2.4 5 ^ 
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§.38. 
Reihenentwlokelungen mit Beaohtang des Restes. 

Wenn man nicht im Voraus weiss , ob und unter welchen Bedin- 
gungen eine Function f (a?) in eine Potenzenreihe verwandelbar ist, , 
so wäre es eine völlig ungerechtfertigte Hypothese, 

/'(a?)=ao+«i ^+ «t^*+ • • • • 
setzen zu wollen; jedenfalls aber darf man eine Gleichung von folgen- 
der Form aufstellen 

Aa?)=«o+«i^+«2^*H |-«na?" + Ä, 

wo R eine unbekannte Function von x ist, denn es sagt diese Glei- 
chung nichts weiter , als dass der Unterschied zwischen f(x) und der 
Reihe eine gewisse Function von x sein wird. Wie man durch pas- 
sende Rechnungsoperationen «o>^i>'"^n ^uid ^» den sogenannten Rest 
der Reihe , bestimmen kann , mögen die folgenden Aufgaben zeigen. 

Aufgabe 1. Es sei 



(j3^)=öia^+««a?*H |.flr„a;»+Ä, 



so ergiebt sich durch Differentiaticm 

Diese Gleichung wird identisch mit der bekannten Gleichung 
1 , a?" 



1— (T .... . i_a:' 

wenn die Coefificienten (3ri,...a„ folgende Werthe erhalten 

und wenn überdies 

dR x^ 



dx I — x 
ist. Um hervorzuheben, dass H von x abhängt, setze man i?=9>(a;), 
also 

weil femer <p(a') und q> (x) stetige Functionen von x sind, wenn 
x <^ 1 bleibt, so lässt sich der Satz 
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anwenden , wodurch man erhält 



1— ^ar 
Nach diesen Bemerkungen hat man 

/ l \ X x^ x^ Q^x^-^^ 

x<\. 

Bei unendlich wachsenden n hat x" nur dann die Null zur Grenze, 
wenn x zwischen — 1 und + 1 liegt ; es ist daher 



-1<^<+1. 



A u f g ab e 2. Von der Gleichung 
ausgehend , erhält man durch Differentiation 

d X 

diese Gleichung wird mit der vorigen identisch, wenn erstens 

d.h. 

1 l 1 



'i=T» "«=r^» "«" 



1.2' • 1.2.3' 1.2...« 

und wenn ausserdem 

ist. Um die letztere Bedingung zu vereinfachen , setzen wir 
es wird dann 

^ ^ ^ 1.2. ..n ' 

mithin wegen if^ (a?) = t/; (0) + a? i/;' («^ ar) 

^^ ^ 1.2 
hieraus ergiebt sich R und nachher 






1.2...fi • 1.2...n 

Bei unendlich wachsenden n wird ftlr jedes endliche x 



^ 1 ^1.2^ ^1.2...w^- ~ 



Lim =0 , 

1.2. ..n ' 
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der Rest convergirt dann gegen die Null und damit kommt man auf 
die bekannte Exponentialreihe zurück. 

Aufgabe 3. Es sei 

(l + a:)'*=l + a,ir+f?,.r»H t-««^" + Ä; 

diflferenzirt man diese Gleichung "und multiplicirt nachher mit l+a?, 
80 erhält man 

\'[(n — \)an^i + nan]x''-^+nanX'' + (\+x) — , 

und andererseits ist direct 

fi(l + x)^z=fA + fia^x+fiaiX^^ |-fi«n-i^''~^ + fiaa^" + ftÄ. 

Die beiden letzten Gleichungen werden identi ch, wenn erstens 
la,=|ii, la, + 2a,=^a,, 2f/2 + 3rt3 = |i4 «,,.... 



ist, woraus folgt 



0, = -— , a,= 



f* (^-0 ^_ ^(fi-l)(^^2) 



* 1 ' * 1.2 ' • 1.2.3 ' 

_ fi(ti-,l)i(i-2)...( (i-[n^\]) 
••••"""" 1.2.3...« 

und wenn zweitens die Gleichung 

nanX" + (l+x)-—==fianX'' + (iR, 
a X 

oder 

dR 
il + x) — —liR=^(ti'-n)anX^ 

stattfindet. Dieselbe vereinfacht sich mittelst der Substitution 
R=((i^n)aM + xfq>(x)', 



sie wird nämlich 



q>\x)= 



X' 



.n 



(l+ar)^+i 



und hieraus folgt, wofern (l+ar)'' keine Unterbrechung der Continui- 
tät erleidet, 

Diese Formel bestimmt nachher R^ und wenn man a^ kurz mit (ju)» 
bezeichnet, so folgt 
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Im Fall X zwischen — l und + 1 liegt , ist bei unendlich wachsenden n 

der Rest convergirt dann gegen die Null , und damit kommt man auf 
den allgemeinen binomischen Satz zurück. 

Aufgabe 4. Es sei zu entwickeln 
Durch Differentiation ergiebt sich 

1 -j- ar « * 

andererseits ist identisch 

mithin durch Vergleichung 

(_l)«-t 

Schreibt man für den Augenblick (p (x) statt R , so erhält man 

und zusammen 

Bei echt gebrochenen a? und unendlich wachsenden n convergirt der 
Eest gegen die Null und es entsteht die bekannte unendliche Reihe fiir 
jarctan x, 

Aufgabe 5. Es sei zu entwickeln 
Durch Differentiation erhält man 

yi — x^ "^ 

andererseits ist nach dem binomischen Satze ftir jr*<^l 
1 ^ , l , , 1.3 4 ,1.3.5 , , 

yiZI^ 2 2.4 2.4.6 ^ 
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Beide Gleichungen werden identisch , wenn erstens 

, , . 1.3 , 1.3.5...(2n_3) 1 

und wenn zweitens ist 

dx 2.4.Ö...(2w) I ^2/1 + 2 ^ )* 

Für R=g)(x) folgt hieraus 

^^ 2.4.ö...(2w) I ^2w + 2 ^ I' 

die Summe der eingeklammerten Reihe beträgt weniger als 

und kann daher 



gesetzt werden, wo e einen nicht näher bekannten positiven echten 
Bruch bezeichnet. Nach diesen Erörterungen ist für ar* < 1 

a? . 1 a:^ . 1.3 a:"^ . 

arcstn ar= . . [-.... 

1^2 3 ^2.4 5 ^ 



1.3..(2;?-.3) a?^»-^ 1.3 ... (2;? - 1) £^2n^«-H 

^2.4..(2i2_2)' 2/2—1 '^ 2A (2nj' l-'^'x* 

Bei unendlich wachsenden n convergirt der Rest gegen die Null und 
es entsteht die unendliche Reihe für arcstn x. 

Aufgab e 6. Es sei zu entwickeln 

l{x+j/l + x') = a^x+a,x^+a^x^+.... + a^„^,x'^-^ + R. 
.Durch ein ganz ähnliche» Verfahren wie in No. 5 findet man 

....+(_.).-. '-»-("-^) .g:z; 

^ ^ 2.4.. (2« — 2) 2w — 1 

^^ ^ 2.4 (2n) ^ ^' 

wobei ar*<l sein muss, d^ und e positive echte Brüche bedeuten. Bei 
unendlich wachsenden n wird 

/ . /—. — i^ ^ 1 a?* , 1.3 a?* 
* V^-Tf^ '-r ; ^ 2 • 3 ^2.4 5 ' 

diese Gleichung gilt auch noch im Falle a:'=l. 
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§.39. 
Die Sätze yon Taylor und MacLaurin. 

Im vorigen Paragraphen wurden die Beihen für /(l — x), e' etc. 
mittelst specieller Eigenschaften dieser Functionen entwickelt, jen« 
Reihen können aber auch aus einer gemeinsamen Quelle abgeleitet 
werden, nämlich aus den Sätzen von Taylor und Mac Laurin. Hierbei 
macht sich eine Untersuchung des Eestes nöthig , und für diese ist die 
Bemerkung von Werth, dass der Rest unter unendlich vielen verschie- 
denen Formen dargestellt werden kann. 

Setzt man 

9(*)=A*)+^ r (*) + ^^* r (*)+ • • • • 



1.2. 3. ..(« — !)' 

worin f(x) eine gegebene Function, VW dagegen die unbekannte 
Summe der rechtsstehenden /i- gliederigen Reihe bezeichnet, so hat man 

^1.2. 3. ..(«-!)' ^^' 

und femer unter der Voraussetzung, dass /"(fe), /' (6), /*" (&),.../*<""■*> (p) 
endliche Grössen sind 

g>(6)=/^(ft). 

Andererseits ergiebt sich durch Differentiation 

^ ^ ^ 1.2.3...(n— 1)' ^ ^ 
Wir benutzen nun folgenden Satz: weim <jp(aj), g>'(ar), i^(a?), t/;'(:r) 
von x=^a his x=l) endlich und stetig bleiben und wenn femer v'(x) 
innerhalb des genannten Intervalles sein Vorzeichen nicht wechselt, 
so ist 

^(.b)—f{a) ,/;•(«+ ^ [*-«])' ^^'^*' 
oder 

Mittelst dieser Formel ergiebt sich unter Benutzung der Werthe von 
9(0), qp(6)und9(^) 
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wobei /(^), /*'(^)»---/^^"^(^)> "^C^) ii^<^ '^'i^) von ar = a bis a?=6 
endlich und stetig bleiben müssen und t/;(a:) eine beliebige nur an die 
eine Bedingung gebundene Function ist, dass i^'(ir) zwischen a und b 
keinen Vorzeichenwechsel erleiden darf. 

Für b—a=h oder b=a+h ergiebt sich^der Taylor'sche Satz 

/^(«+A)_Ä,=/-(a)+Ar(«)+i^rw+-- 

worin der Rest /?„ durch die Gleichung 

^ — vJ>+¥Ä]r- TiTii—c^^inj'^ <-"+^*-> 

bestimmt ist und zufolge der Willktirlichkeit von i/; (a?) unendlich 
viele verschiedene Formen annehmen kann. Die Wahlen t|/ (3;) = x 
und t^(j?)=(a+Ä— a?)" führen zu den gewöhnlich in den Lehrbüchern 
angegebenen Restformen. 

Setzt man noch a=0, so entsteht der Satz von Mac Laurin 
i\ J n /^^j-r ^ -T- j2 ^ ^ 1.2.3. ..(« — ' 

^-"" if^'C^Ä) •l.2.3...(n-l)^ ^^^J' 

worin /"(a), /"'C^), ...^^"K^)> ''l'(^) "^^ ''Z^' (^) von aT=0 bis x = h 
stetig und endlich bleiben müssen und i|;'(a:) zwischen und h keinen 
Vorzeichenwechsel erleiden darf. Für tp (x) =x und i/; (o:) = (Ä — a)" 
kommen die gewöhnlichen Restformen zum Vorschein. Nimmt man 
dagegen if; {x) =/•("— ^ ) (00) , so erhält man 

Ä«=[A'--'KÄ)-r»-''(o)]V,.3.7;(^)--' 

wo Z"^"-*) (.-r) zwischen und A sein Vorzeichen nicht wechseln darf. 
Bemerkenswerth ist auch das Resultat der Annahme i|; (o:) 
= (Ä— a:)V^"K^') nämlich 

_ /^'')(0) ^^ __ (1 ->»)/» /'(«+^)(^a:) 
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fiur darf hier der Ausdruck 

„/•(«)(a;) — (Ä_aj)/'(n+i) (^) 

zwischen und h keinen Vorzeichenwechsel erleiden. 

Aufgabe. Man soll (\+h)^ nach dem Satze von Mac Laurin 
entwickeln. 

Es ergiebt sich 

I f ((*-!) •••(>«~- [ >»-2] ) .„_! 
^ 1.2.3...(n_l) • ' 

und wenn if;(a;) = (l+a;)'* genommen wird, so ist unter der Voraus- 
setzung von Ä<^— 1 

Ä,= [(i+.)M _ ,] (^-i)(.-2)...(.--[n-i]) rh-^x -\ 

" ^^ ^ ^ J 1.2... (w — 1) \1 + ^Ä/ 

Nach dem bekannten Satze, dass fiXr q^<Cl 

((,-l)(,-2) (, [n-l]) j 

) 1.2...(n -1) ^ ( 

ist, findet man leicht, dass /?« gegen die Null convergirt, wenn 

bleibt, welche Bedingung für Ä*<^1 erfüllt ist. Man erhält so den 
binomischen Satz. 

Auf ähnliche Weise lassen sich die Functionen /(l+A), e*, cosh^ 
sin h , arcian h in endliche Reihen verwandeln , deren Reste je nach der 
Wahl von "^{x) verschiedene Formen annehmen; bei unendlich wach- 
senden n ist dann zu untersuchen, unter welchen Umständen Lim Ä„=0 
vnrd. 

§.40. 
Reihenentwickelnngen für zusammengesdtzte Fanotionen. 

I. Wenn eine Function als Summe oder Product mehrer anderer 
Functionen betrachtet werden kann, von denen jede für sich in eine 
Reihe verwandelbar ist, so erhält man die Entwickelung der zusammen- 
gesetzten Function sehr leicht dadurch, dass man die Reihen für die 
einzelnen Functionen addirt resp. multiplicirt. 

Aufgabe 1. Es soll die Function 

1 

in eine nach Potenzen von x fortschreitende Reihe entwickelt werden. 

Schi ömi Ich, Uebung-sbuch. JP^ 
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Beachtet man die verschiedenen Formen 
1 



1 I _ / 1 l~-x\_l—x 

'"l+x'T+^'"*Vl+a;"'"l+xV~" 1— a;*' 



l+x+x'+x^ 

so hat man drei verschiedene Mittel zur Entwickelung der gesuchten 
Reihe , welche fllr a;*<^l lautet 

Aufgabe 2. Es soll bewiesen werden, dass die Gleichung 

flir alle zwischen —1 und + 1 liegenden x gilt. 

Aufg ab e 3. Man soll zeigen, dass fttr jedes x eine Entwickelung 
folgender Art besteht 



ajrH — 



=A^+A^x+Jt^^+Aoi^+' 

X 

worin Jn und ßn die Werthe haben 



^ x^ x*^ x"^ 



a" \ ab a^h^ 



^« = 



1.2. ..n) l.(w + lj^ 1 .2.(w + 0(" + 2) 
6» ( . ab , a*h^ 



1.2...« j ^ l.(n + l) ^1.2.(w + l)(« + 2) 
Setzt man die Summe der immer convergirenden Reihe 

so kann man der vorigen Entwickelung folgende Gestalt verleihen 
^''''^^x^q>{ab) + (^ax + ^^q>'{ab) + (^a'x' + ^^ 

n. Sehr häufig trifft es sich, dass Betrachtungen der vorigen 
Art zwar die Möglichkeit einer Reihenentwickelung zeigen, aber das 
Bildungsgesetz der Coefficienten schwer erkennen lassen; in solchen 
Fällen ist es gerathen, die Coefßcienten einstweilen mit Buchstaben 
zu bezeichnen und sie nachträglich durch eine oder mehrere Differen- 
tiationen zu bestimmen. (Methode der unbestimmten CoefGicienten.) 

Aufgabe 4. Es soll der Ausdruck 
l(x+}/i+x') 

yT+x^ 

in eine Potenzenreihe verwandelt werden. 



Digitized by VjOOQIC 



Unendliche Reihen. 227 

Entwickelt man (l+a?')-^ mittelst des binomischen Satzes und 
/ {oo+j/l+x^j nach Aufgabe 6 in §. 38, so erhält man durch Multi- 
plication 

worin das Bildungsgesetz der Coefficienten schwer zu erkennen ist. 
Man setze deshalb 

^ \1 — 1 — ^-=aiX-a^x^+a^x'' , 

Vl+x* 

multiplicire beiderseits mit ^1 +x^ , differenzire und multiplicire noch- 
mals mit j/l+ic'; dies giebt 

1=«, — (3rt3-.2«,)a?'+(5^/j— 4«3)a;*— (7^7-6fi5)a;«H 

und hieraus findet sich der Beihe nach 

2.4 

mithin 

l(x + j/\+x') 2 3 , 2.4 , 2.4.6 _ , 

j/lJ^X^ 3 3.5 3.5.7 ^ ' 

x''< 1. 
Aufgab e 5. Man verlangt eine Potenzenreihe flir den Ausdruck 
[l{x+j/^x')]\ 
Multiplicirt man die für / (a;+ ^l +a;'^) gefundene Reihe mit sich selbst, 
so entsteht ein Resultat von der Form 

durch Differentiation kommt man auf die Reihenentwickelung der vori- 
gen Aufgabe zurück und erhält sfchliesslich 

[l{x+j/T+x')Y 
\_x^ 2 a:* 2.4 x^ 2.4.6 jj* 

""1 J'T'^äTö'T^'aTöTT'T ' 

a?«<l. 

Aufgabe 6.^ Durch ein ähnliches Verfahren soll folgende Glei- 
chung bewiesen werden 

arcsinx ,2 , , 2.4 . 2.4.6 , . 

yX^x" 3 ^3.5 ^3.5.7 ^ ' 

15* 
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die sich auch in nachstehender Form darstellen lässt 

arctan z- 

l-t-2*( • 



1 + 2* j'^ 3 1+2^^ 3.5 \1 +27^ i 



Aufgabe 7. Es ist folgende Gleichung zu beweisen 
^. a;* 2 a;* 2.4 a;« 2.4.6 ^ . ^ 

a;'<l. 
Aufgabe 8. Man sucht eine Potenzenreihe flir den Ausdruck 



Entwickelt man zunächst j/l—x nach dem binomischen Satze und 
benutzt nachher die logarithmische Reihe , so erhält man fttr den vor- 
liegenden Ausdruck 

2/f ' ) 

Diese Doppelreihe erfüllt die Bedingungen, unter welchen es erlaubt 
ist, ihre Terme nach Verticalcolonnen zu ordnen; man bat daher 



21 



( . y )=<»i x+atX*+atX^-\ , 

Kl+yi—x^ 



WO «1=2» ^2=^iV» ^3^« ^s** Durch Differentiation gelangt man 
leicht zu der Gleichung 

-7^=-=l+la,a;+2flf2a;'+3ösa7' + ...» , 
yi—x 

welche sich mit der Entwicklung von (l — a;) — i vergleichen lässt; 
das Endresultat lautet 

\l+j/l^xJ 2 1^2,4 2^2.4.6 3^ ' 
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oder auch 

2//"— Wi ^-i'+i^^ (l^z»)' 1.3.5 (U-^' 

\l+zj 2' 1 "''2.4* 2 "*'2.4.6* 3 "* ' 

0<2< j/T. 

Die Substitution z=:cosd führt zu einer bemerkenswerthen Formel fftr 

Aufgabe 9. Man verlangt die Ent Wickelung des Ausdrucks 

ii (1+ vi^r+ (i_ /rzs)-»}. 

Durch Anwendung des binomischen Satzes bringt man die gegebene 
Function leicht in die Form 

(m)o+(m),(i_x) + (m),(l~a;/+(m)e(l-a?)3+.... 

= ('w)o 

+ W2- Ws*-^ 

+ {m\ — 3 (m)6 x+Z (m\ x^ — {m\ ic» 

+ • 

und zwar gilt diese Transformation fftr jedes a:, wenn m eine ganze 
positive Zahl ist ; bei anderen m dagegen muss x auf das Intervall bis 
1 beschränkt werden. Im ersten Falle ist die obige Doppelreihe eine 
endliche und darf ohne Weiteres nach Verticalcolonnen geordnet wer- 
den, wodurch ein Resultat von folg/ender Form entsteht 

Im zweiten Falle geht die Doppelreihe ins Unendliche fort und darf 
nur unter der Bedingung in Verticalcolonnen umgesetzt werden , dass 
die absoluten Werthe der Terme sowohl bei der einen als bei der an- 
deren Anordnung convergente Reihen liefern. Diese absoluten Werthe 
liefern aber , wenn die Horizontalzeilen zusammengezogen werden , die 
divergente Reihe 

im\+im%(l+x) + (m'),{l+xy +...., 
0<a;<l, 

mithin kann die ursprünglich gegebene Function fftr andere als ganze 
positive m nicht in eine nach Potenzen von x fortschreitende Reihe ver- 
wandelt werden. Zu demselben Resultate führt auch die Bemerkung, 
dass für positive echt gebrochene x 

^i(i+/r=^)"+(i-/ri:^)'"j 
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gesetzt werden kann ; ist m keine ganze positive Zahl , so liefert die 
weitere Entwickelung der rechten Seite keine reine Potenzenreihe son- 
dern ein Gemisch von ganzen positiven und anderen Potenzen des x. 

Differenzirt man die Gleichung 

4{i+/n:^)'»+(i-/n:^)'"i 

und benutzt hierbei die Identitäten 

so erhält man leicht 

2j/l~-x 



Diese Gleichung multiplicire man mit ]/[ — Xy differenzire wiederum 
und mache dabei von den vorigen Identitäten Gebrauch ; dies giebt 

2 

c=3m*ÖQ + [(m — 2)*a, — m(m — 1)öo]^ 

+ [(w — 4)* «2 — (m — 2) (m — 3) a, ] jr*+. . . . 

Der Vergleich mit der ursprünglichen Gleichung liefert die Relation 

(m — 2k+2)(m — 2k + l) a/c-i 
"*^~ k(m-k) '~4~ 

und da sich aus der anfänglichen Gleichung für ar=0 ergiebt «^=2'"--', 
so können a^ , a^ etc. der Reihe nach berechnet werden. 

Als Endresultat findet man die folgende Gleichung, worin die 
Reihe bei geraden m mit a?^*", bei ungeraden m mit xi^*""^^ abzu- 
brechen ist, 

(i+KT3^)'"+(i-/r:^ )'" 

2™ 
__ m^ x_ m(m — Z) / xV m (m — 4)(m— 5) / a? y 
■^ 1*4^^ 172 VT/ " 1.2.3 VTJ 

m (w - 5) (m _ 6) f m — 7 ) / or y 

1.2.3.4 vTy 
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Ferner ist nach einer der vorhergehenden Gleichungen 

(i+/i3^)--(i-/nr5r 

m — 2 X , (m-8)(m — 4) /^a? V 

"" 1 • 4+ 1.2 vt; 

(m — 4)(m — 5)(m--6) /^ V , 

"" 1.2T3 vTy "" 

• Beiläufig sei noch bemerkt, dass man sich nun auch a posteriori 
von der nur auf ganze positive m beschränkten Gültigkeit dieser For- 
meln überzeugen kann. So ergiebt sich z. B. aus der ersten Formel 
für m=— l 

± = l+^x-\x'+ 

und für w=| 



und diese Resultate sind unrichtig. 

Aufgabe 10. Mittelst der gewöhnlichen goniometrischen For 
mein erhält man leicht folgende Gleichungen 

C0S2U= 2 C05* w — 1 , 
^•0531/=: 4C05*W — 3 cos M, 
C0S4U= 8C05^M— 8 C05*M+ l, 

cos5w=l6co5*M — 20co5'w+ 5cos m, 
cosQu=Z2co^u-~4Scos*u + iScos^u — lj 
u. s. w., 
aus denen hervorgeht, dass bei ganzen positiven m gesetzt werden kann 

COSmU = jQ COS^U—A^ C05'"""^W + -r^4C05"»"~*M — . . . . , 

oder kürzer 

cos{fnarccosx) 

DifFerenzirt man diese Gleichung und multiplicirt nachher mit ]/\ — a;*, 
so findet man 

m sin (m arccosx) 

= ^ri^ j w^oa?'«-^ _ (m — 2) AiX'^-^ + ^m —4) A^x*^-^ } ; 

diese Gleichung difFerenzire man wiederum, multiplicire mit^l— a;* 
und vergleiche das Resultat mit der ursprünglichen Gleichung, man 
gelangt dann zu folgender Relation 
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welche dazu dient, um ^„^4,^5,... durch den vorläufig unbekannt 
bleibenden Coefficienten Jq auszudrücken. Man findet 
__ m ^0 m(m--.3) Aq 

^•~T-¥' ^*~ 1.2 •^••••' 

_ m(m — A:— l)(m— A: — 2)... (m~2/r+l) ^^ 
^^*'"^ 1.2.3. ..Ä: -22^- 

Um Aq zu bestimmen, unterscheide man gerade m=2w und un- 
gerade m =3 2 « + 1. Im ersten Falle ist 

C0S2nU=:jQC0S^^U— . . . +(— l)" "" * ^2n — 2C0/W + (—1)" ^2n 

und für u=^7c 

cosn7t=(—\^^A2n d.h. ^2» = l. 
Andererseits hat man nach der Formel für ^2*» wenn m=:2n^ k=n 
gesetzt wird, 

mithin weil A2n nach dem Vorigen bekannt ist 

^0=22« -1=2""-'. 
Im Falle OT=2n + l ergiebt sich 

cosu . " ^ 

und für u=^n - 

(2n + l)co5«7r=(>-l)"/42n d.h. ^2n=2" + l. 
Andererseits hat man nach der Formel flir A2ki wenn m = 2w+l, 
k=n gesetzt wird, 

_ 2n + i A^ 

mithin durch Vergleichung mit dem vorigen Werthe von A2n 

^Q=22"=2'»->. 
In allen Fällen ist also ^0=2™-*, mithin 

2co5wm=(2co5m)'" — — (2cosw)'"-2.| L_Z1_J^2co5m)'»-"^ 

1 1 • <v 



i(m—Ä)(m—f>). „ ., 



und durch Differentiation 



stnmu . - . m — 2, . „ 

. -— = (2coäm)*»— *— (2C05w)"»^3 

5m w "^ 1 "^ 

(m — 3)(m — 4). . , (m — 4) Cm-~5(m — 6) .^ ^„ ., 



1.2 ^ ' 1.2.3 
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Aufgabe 11. Man sucht eine Potenzenreihe für den Ausdruck 

worin ft eine beliebige reelle Zahl bedeuten soll. 
Da überhaupt z^ unter der Form 

dargestellt werden kann, so hat man 

hier lässt sich die in der 8. Aufgabe entwickelte Reihe benutzen , wo- 
durch die rechte Seite zu folgender Doppelreihe wird, welche an die 
Bedingung a?* <^ l gebunden ist , 

+ .... 

Wie leicht zu sehen ist, bleibt diese Doppelreihe auch in dem Falle 
convergent, wo ihre Tenne mit durchaus positiven Zeichen genommen 
werden; man darf daher nach Verticalcolonnen ordnen und erhält da- 
durch ein Besultat von der Form 

\— J =rto+«l^ + «2^'-| , 

worin die ersten Coefficienten sind 

11 4 ^ 32 

Differenzirt man die vorhergehende Gleichung und benutzt die Identität 

SO gelangt man leicht zu folgendem Resultate 
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aus welchem sich durch nochmalige Differentiation ergiebt 

,.(i±^)'{,-K.-«) 

= [1^00— 2(fi-2)a,]a:+[3(fi-2)flf,-4(|i*-4)^/,]a;* 

+ [5(fi-4)a,-6(/i-ö)aJx»+.... 

Multiplicirt man die vorhergehende Gleichung mit fij/l—x und ad- 
dirt das Product zur letzten Gleichung , so entsteht 

^.(^l+jA-X^ =H'«o+[(f^-2)'«.-f»((*-l)«o]^ 

+ [(^-4)'a,-(ti-2)(,it-3)a,]a;'+.... 
Man setze nun linker Hand 'die ursprüngliche Reihe und vergleiche die 
beiderseitigen Coeificienten; man erhalt dann die Belation 
_ ( y-2Ar+2)(|n- 2A:+l) a*_i 

aus welcher man, mit «0=^ beginnend, die Coefficienten «,,«2,03 etc. 
bestimmt, was schliesslich zu folgendem Resultate führt 

^l_Ji ^ I f^(fi-3) /^Y_ f^(^~4)(/i~5 )/a?Y 
1 * 4 **■ 1.2 \4/ 1.2.3 \4/ 

fi(fi-5)(fi-6)(^~7) /a?Y 

"^ 1.2.3.4 \ 4/ *"*' 

aJ«<l. 
Die Äeihe ist dieselbe wie bei der 9. Aufgabe, sie unterscheidet sich 
aber dadurch von jener , dass sie in jedem Falle (auch bei ganzen posi- 
tiven 11) ins Unendliche fortgesetzt werden muss. 
Setzt man j/l — a: = l — 2z, so erhält man noch 

1.2.3 ^ '^ 

_4(/T_i)<z<+i. 

Aufgabe 12. Man sucht eine Potenzenreihe ftir die Function 

{x+yi+^'f. 

Durch Anwendung der Identität zf^^el^^'' und der in §. 38 behandel- 
ten Aufgabe 6) bringt man den gegebenen Ausdruck leicht auf folgende 
Form 

« 
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^+ii^{^-i^'+i%^' ) 

-ki^\^'-i^* + 4^^' ) 

+ 

worin x^<C l sein muss. Da hier die Doppelreihe auch dann ihre Con- 
vergenz behält, wenn alle Terme positiv genommen werden, so hat 
manfura?'^<l 

«0=1 1 öi = f*i az=z-lti\ 



Man differenzire diese Gleichung, multiplicire mit j/l+a?*, differenzire 
noch einmal, multiplicire wieder mit j/i+x^ und vergleiche das Re- 
sultat mit der anzüglichen Gleichung; man gelangt dann zu der Re- 
lation 

Mit aQ=l anfangend, berechnet man hieraus «j, «4,06 etc. und von 
a,=|[4, ausgehend , a^,a^,a^ etc., wodurch sich ergiebt 

(l/l + a;* + xY' 
^1.2 ^ 1.2.3.4 ^ 1.2. ..6 ^ 

^ 1 ^ 1.2.3 ^ 1.2. ..5 ^ 

Lässt man — a: an die Stelle treten, so entsteht eine zweite ähnliche 
Gleichung, welche mit der vorigen durch Addition und Subtraction 
verbunden werden kann. 

Aufgabe 13. Es soll die Exponentialgrösse 

^X aresin x 

in eine Potenzenreihe verwandelt werden. 

Das Verfahren ist hier fast ganz dasselbe wie bei der vorigen 
Aufgabe ; als Resultat findet sich 

^1.2 ^ 1.2.3.4 ^ 

^ 1 ^ 1.2.3 
a:«<l, 

woraus noch die Entwickelungen von 



Digitized by VjOOQIC 



^^ unendliche BeOien. 

g X aresin jp ig — X**resin je ^laresinx g — tttresinx 

und ■ 

2 2 

hergeleitet werden können. 

An f gäbe 14. Es sind folgende Gleichungen zu beweisen 
eos[iil(x+j/i + x*)] 

1.2 ^ 1.2.3.4 1.2.. .6 ^ ' 

l 1.2.3 1.2.. .5 * 

Die Entwickelung geschieht hier nach einem ähnlichen Verfahren wie 
bei den vorigen Aufgaben. Durch Substitution von 

l(x+}/l + a^)^z 
erhalten die vorigen Gleichungen bemerkenswerthe neue Formen. 

Aufgabe 15. Unter der Voraussetzung, dass für hinreichend 
kleine Werthe von x^ die Gleichung 

=biX'\'btX^+biX^ + b^x*+*'-' 
bestehen kann, sollen die Coefficienten &,,&2,&3 etc. aus den gegebenen 
Coefficienten ai,fl2>«3 etc. hergeleitet werden. 

Differenzirt man beiderseits , schafft nachher den Bruch weg und 
vergleicht die Coefficienten, so gelangt man zu den Relationen 

2a,=3laifei + 2fej, 
3a8=lö2fei+2aj&8+368, 
4ö4=lagfei+2a8 62 + 3a,^^8+464, 



aus denen sich successive fti,&2,&3 etc. berechnen lassen. 

Um hiervon eine Anwendung zu machen, werde vorausgesetzt, 
dass die n Wurzeln der Gleichung 

z^ + a^z^-^ + aiZ^-^+'^^ + an^iZ+an^O 
bekannt und zwar reell seien; sie mögen 21,2:2»..- 2^n heissen. Nach 
einem Satze aus der Theorie der algebraischen Gleichungen ist dann 
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knithin ftir 2= — 

X 

=:(l_z, a:) (1 — ^2 ar) (1 _ 2,0:) ... (1 -z„x). 
Nimmt man beiderseits die Logarithmen und wählt x so klein , dass 
die absoluten Werthe aller der Producte z, a:, t,ar, . . . z„ o: echte Brüche 
sind, so kann man rechter Hand sämmtliche n Logarithmen mittelst 
der Formel 

entwickeln und erhält 

=—1(^1 + 2^2 + ^3 H ^^n)x 

-i(^l'+^^'+ +^«^)^ 

oder, wenn zur Abkürzung 

^l* + ^2*H h«n*==5A 

gesetzt wird 

l{i+a,X'\'a^x^'\ [-«n^") 

Man hat hier eine Entwickelung der anfangs vorausgesetzten Art und 
zwar ist 

an4.i=«n4.2 • • • • =0, bk= T-5fei 

mithin gelten folgende Relationen 
0=:la,+5,, 
= 208 + 01 5| +5,, 
0=3a8 + a«5i + öi*2+*3, 

Die Grössen 5,, 5,, 53 etc. lassen sich also direct aus den Coefficienten 
der gegebenen algebraischen Gleichung herleiten , ohne dass es nöthig 
wäre, die Gleichung aufzulösen. 

Aufgabe 16. Unter der Voraussetzung, dass ftir hinreichend 
kleine x^ die Gleichung 

(i+ö, .T+a2^*+«3Ä^+ • • • O'* 
=^\ + h,x+h^x^'\'h^a^+b^a^'\ 

bestehen kann, sollen die Coefficienten h^^h^^h^ etc. aus den gegebenen 
Coefficienten a^^a^^a^ etc. hergeleitet werden. 
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Nimmt man beiderseits die Logarithmen, differenzirt und ver- 
fahrt im üebrigen wie bei der vorigen Aufgabe , so gelangt man zu 
folgenden Relationen 

464=(fi— 3)rt,68 + (2ft.-2)a,6, + (3|ü-l)ö3ft,+4^fl4, 

welche zur successiven Berechnung von b^^h^^h^ etc. dienen. 
Für den speciellen Fall |Lt= -J ist z. B. 

= l+ia,a + (i6r3-^V)^'+(4«3-i«2&i+TVV)^ 

wobei die Coefficienten bald sehr zusammengesetzte Ausdrücke werden, 
deren independentes Bildungsgesetz zwar durch gewisse Formeln der 
Combinationslehre dargestellt werden kann , aber keinen wesentlichen 
praktischen Vortheil gewährt. 

Um hiervon eine Anwendung zu machen, schicken wir folgende 
Bemerkung voraus. Bezeichnen a und j3<^« zwei beliebige posi- 
tive Grössen, so lassen sich zwei Reihen neuer Zahlen a,,«,,«,,... und 
ß\iß%ißzi'*' mittelst nachstehender Formeln berechnen 



so dass immer 

ist. Nach dieser Formel hat man _ 

ak+i-ßk^i = i(y'^k-yfkY 
und femer mittelst einer leichten Umwandlung 

ak^l — ßk-\-\ __j cck — ßk _ I 

wo a/t einen eghten Bruch bedeutet, auf dessen Werth es nicht an- 
kommt. Setzt man in der vorigen Gleichung /:=0,1,2, .... (" — 1), 
wobei «0^^^» ßo^^ß ^^ nehmen ist, und multiplicirt alle entstehenden 
Gleichungen , so erhält man 

«„ — ^„ = (i)«(cf-j3)fo€,f,...f„_l, 
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und hieraus folgt für ?i = qo, weil (« — ß)BQ,,,en—i immer einen end- 
lichen Werth behält , 

Lim{an — ßn)=0. 

Die Grössen a„ und ß„ convergiren also gegen einen und denselben 
Grenzwerth, welcher das arithmetisch - geometrische Mittel 
zwischen a und ß heisst und im Folgenden mit M (a, ß) bezeichnet 
werden soll. 

Um diesen Grenzwerth mittelst einer unendlichen Eeihe zu be- 
rechnen , setze man den echten Bruch 



es ist dann 



^=A, mithin ^=«i-pi; 



r 1 T-A 



•). 



ferner , wenn fdr a, und ß^ die vorstehenden Reihen benutzt werden 
a,=cc( l^X+^l^^ll^ + ] ^ X* ) 

= a(l_A + |A^_|A« + |^X^ ). 

Auf diesem Wege fortgehend erhält man die Reihe , 

M{a,ß) = a{l-k+ll'-^k'+ikl* ), 

deren Coefficienten ein ziemlich verwickeltes , mit den bisherigen Mit- 
teln nicht entdeckbares Bildungsgesetz befolgen. Beispielsweise fin- 
det sich fllr <y=7, /3=3 durch directe Berechnung 

«4=4,7800135832, /34 =4,78901 35831 ; 
denselben Werth liefert die Reihe für «=7 und A=0,4. 

§.41. 
Nähemngsweise Darstellung gegebener Functionen. 

Wenn die Potenzenreihen für zwei verschiedene Functionen in 
mehreren anftlnglichen Termen übereinstimmen, so ist zu erwarten, 
dass die beiden Functionen — wenigstens bei kleinen Werthen der 
Variabelen — nicht sehr von einander differiren werden, dass man 
folglich die eine der beiden Functionen als eine genäherte Darstellung 
der anderen betrachten darf. Aus dieser Bemerkung entspringen zwei 
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Aufgaben: efsteiis, zu einer gegebenen Function eine iht natekom- 
mende zu finden, und zweitens , den Grad der Annäherung , d. h. das 
Maximum der Differenz beider Functionen zu bestimmen. Das fol- 
gende Beispiel wird zeigen , wie derartige Aufgaben zu behandeln sind. 

Beispiel 1. Die drei Constanten a,j5,y sollen so bestimmt wer- 
den, dass die Gleichung 

möglichst genau stattfinde. 

Einerseits ist unter der Bedingung a:*<^l 

andererseits, wenn y*a:'<^l genommen wird , 
x{a'\'ßx) 



=.ax^{y^ß)x'+{y-ß)ya^^{y^ß)y'x'+. 



l+yx 



setzt man in beiden Reihen die Coefficienten von x , x^ und ic* gleich, 
so hat man drei Gleichungen zur Bestimmung der drei Unbekannten 
a,/5, y und erhält a=l,j3=j-,y = |. Demnach ist 

=- 1 (i- t)a^-a-iÄ')*'+a-8-r)^* — ! , 

und zwar müssen hier die Bedingungen a:*<^ 1, ^x^<C\ gleichzeitig 
erfüllt sein, wozu a;'< I genügt. Die letzte Eeihe hat nun eine klei- 
nere Summe als 

und es ist daher 

wo g zwischen und ^ liegt. 

Dasselbe Verfahren gestattet folgende kleine Modification, die 
meistens bequemer sein dürfte. «Man setze 

multiplicire mit i + yx und substituire für l{l+x) die gleichgeltende 
Potenzenreihe; es ist dann 
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il + YX)B 

Wählt man «, jS,y so, dass die Coefficienten x, a^ und a^ verschwinden, 
so wird 

^ ^ ^ 6+40? ^ ' 

^ ^ ^ V3.4 4.5 ^5.6 / 

Die Summe der eingeklammerten Reihe betr&gt weniger als 

und daher kann flir jedes echt gebrochene x 

gesetzt werden. 

Beschränkt man x auf positive Werthe <lf » so ist in der Reihe 

±.a:'^ — x^+—x' 

3.4 4.5 ^5.6, 

gleich von Anfang her jeder Term grösser als sotn Nachfolger , also 
die Summe der Reihe ^Cj^'^*, und der absolute Werth des Restes R 
kleiner als 

oder 

R=:^QX*, 0<O<yV 

So ergiebt sich z. B. filr ir=0,3, wenn für q das eine Mal sein gröss- 
ter Werth ^^^, das andere Mal sein kleinster Werth Null gesetzt wird, 

0,262 275 < / f 1,3) < 0,262 500 , 
während der wahre Werth ist / (1,3) =0,262 3643. 

Beispiel 2. Die allgemeinere Voraussetzung 

liefert flir a, /?, y, ö die Werthe 

«=|, ^=1, y^l, 0=:^, 
mithin 

,r(6+3a:) 

6+6^+^ 

Seh 15 milch, Uebung;^sbuch. ^ß 



'(i+-)=£^B-,+ä; -'<!• 
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Man findet ferner 

^ ^ ^ ^ 3.4.5 4.5.6 ^5.6.7 

und hieraus für jedes echt gebrochene x 

'^=(e+6a: + a')(l-I)' ^<^<S- 
Wird dagegen x auf positive Werthe •<;§ beschränkt, so ergiebt sich 

fi=p^% 0<p< tJw 
Im Falle a;^0,3 ist hiemach 

0,2623574 < /(l,3) < 0,2623709. 
Beispiels. Setzt man 

so findet sich 

^= (i-.K5-3xr "<^<^- 

Beispiel 4. Geht man von einer ähnlichen Annahme wie im 
zweiten Beispiele aus, so erhält man 

^ - 6_4a: + .r' ^ 



(6_4a:+a:'^)/?= 1- -_ [- 



3.4 ' 1.4.5 ' 1.2.G.7 1,2.3.7.8 

<oO+T+f:i+ ?:?:¥+••••)' 

mithin 

^12[(ar-2)'^ + 2]^\ 24 ^ /' 

wo 9 zwischen und ^^ liegt. Durch Substitution dieses Wertbes 
ergiebt sich 

6 + 2ar 1 ^ ^ ^ i 

^=6-ziM:7'Tr77- o<^<A- 

Beispiel 5, Durch ein ähnliches Verfahren wie bei dem vorigen 
Beispiele erhält man unter der Bedingung iF^-< l 

^'+^) "6-4(^-l)^ + ^(^_l)x'+^ . 
und 
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worin die Coefficienten C4, (7^ etc. dnrcli folgende Formel bestimmt sind 

Cn = 6(fl)„-4(^-l)(^)„„, + ^(ft-l)(^)„_2. 

Vermöge der Werthe der Binomialcoefficienten findet man weiter 

mithin 

Die Grenzen, zwischen welche dieser Ausdruck gebracht werden kann, 
hängen von der Beschaffenheit des Exponenten ft ab. Ist derselbe ein 
positiver echter Bruch, so wird 

V -rt-jy t*Jt* |3^ j 4.5^ 1.2 5.6 

unter der Voraussetzung , dass x zwischen und -^ liegt, beträgt jeder 
Term der Reihe mehr als sein Nachfolger , daher ist die rechte Seite 
positiv und kleiner als 

Nach diesen Bemerkungen ergiebt sich 

wobei die für fi und x erwähnten Bedingungen fest zu halten sind. 
Hiemach ist z. B. 

Beispiel 6. Mittelst der bisherigen Methode findet man 

12 — 5a:* , „ 
cos X = ; — ^ + R , 

(12 + .t2)ä 

1.2...ö| 7.8 7.8.9.10 7. ..12 ^ | 

und für den Fall, dass a.-^< Yi* ist. 



R<^—^ __l:i_^fl 
^1.2. ..6* 12 + a:'^*^480' 



16* 
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Innerhalb der Grenzen bis | Tu darf also gesetzt werden 
12 — 5iC* 
^^^^= 12 + a;' +^^'> 0<^<y|^. 

Beispiel 7. Behandelt man den Sinus auf gleiche Weise und 
ersetzt im Zähler von R die Zahl 11 durch die grössere 12, so fin- 
det man gleichfalls zwischen den Grenzen und ^ tt 
a;(60— 7a;') . , ^ ^ , 

Beispiel 8. Unter der Voraussetzung eines positiven , weniger 
als 0,9 betragenden x ist 

ir(l5+4a;2) 

oder auch, wenn der Bogen M<^örc41®59' genommen wird, 
Ib—Usin^u - ^ ^ 

Beispiel 9. Nach der bisherigen Methode findet man, echt ge- 
brochene X vorausgesetzt, 

/r(fiO— 17a?*) . „ 
arcstnx= —^ s-^ + Ä, 

(60— 27 a;«) Ä 
_ US c.,a;^ 1.3.5 c^a;^ 1.3.5.7 c^^x^^ 
""274*5.677 '''2. 4. 6 '7. 8. 9 "^2. 4. 6. 8* 9.10.11"* ' 

worin die mit c^, c^ etc. bezeichneten Coefficienten unier der Form 

c„=3(« — 5)(lln — 16) 
enthalten sind. Beachtet man, dass ll;z — 16<lll«— U ist, so er- 
giebt sich 

Cn ^33(w — 5) 

(n— 2)(n— l)w^ (n— 2)w' 

mithin 

(60 — 27 a;«) Ä 



< 



««7/2,5 4 o , 5.7 6 , . \ 

.33a;' I . x^A . a;*+....) 

V5.7^ 6 7.9 ^6.8 9.11 ^ / 



Wie leicht zu sehen ist , besteht immer die Ungleichung 



m 



(2m + 3)(2m + 5)'^^^ 
und daher ist 

(60_27a;*)/?<|3ir7(i + ^?^^4^^6^....^^ 
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oder 

X Qu 

^ ^'-^ * ' • (60- 27x^^X1-^*) "^ ^ • 1 ~^' • 
Damit gelangt man zu dem Endresultate 

a:(60— nx») , po:^ ^ ^ ^ , 

oder 

wobei u zwischen und ^tt liegen muss. 

Beispiel 10. Es soll die Genauigkeit der Näherungsformel 

3a; 

2+^1— a:* 
untersucht werden. 

Setzt man 

3a;(2— l/rr^*)_P 

arcstnx ^^ r— s ~~ ^ » 

3+a;* 

so erhält man vermöge der Reihen fiir aresin x und ^l—x^ 

(Z+x^)R 

= -L il^a:5 . _L3_ 3.4^. 1.3.5 ^^.^ .. 

2.4*3.5 ^2.4.6'5.7 ^2.4.6.8*7.9 ^ 

mithin 



^2' 



^^^^ (S + aOO-a^)""^*'^ • 1- 
Demnach ist 

3a; pa:* 

arcsinx=: +- — -j, 0<(»<5.V> * 

2+j/l — x^ 1 — ^ 

oder auch, wenn aresin x=u gesetzt und u auf den ersten Quadranten 
beschränkt wird, 

Zsinu . QSin^u ^ ^ . . 

Von dieser Formel lässt sich eine Anwendung zur graphischen 

Rectification von Kreis- „. ^^ 

bögen machen. Istnäm- -^^ 

lieh (Fig. 62) AB ein ^.,.'-''''~;::::^^^ 

gegebener Bogen des mit A"""" / \/ ^^ ""X 

dem Radius ^C^ beschrie- .^-iZZA / \ ^^v. i. 1:^^- 

benen Kreises, so nehme v ^ v mm 
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man längs ^C die Strecke AD^Z.AC^ lege in ^ eine Tangente an 
den Kreis und ziehe die Gerade /> ß, welche die Tangente in E schnei- 
det; für AC=:lj arc A Bz=u ist dann- 

2 + C05M 

mithin nahezu AE=:arcAB, So lange der Centriwinkel ACB nicht 
mehr als 30° beträgt , ist der hierbei begangene Fehler weit geringer 
als die bei Zeichnungen überhaupt unvermeidlichen kleinen Fehler; 
bei grösseren Centriwinkeln rectiiicirt man die Hälfte oder sonst einen 
passenden Theil des Bogens und nimmt von AE das entsprechende 
Vielfache. Wie die Figur zeigt , kann man dieses Verfahren auch um- 
gekehrt anwenden und mittelst desselben einen gegebenen Kreisbogen 
auf einen^ zweiten Kreis übertragen; so dass arcAB'=:arcAB ist. 

Beispiel 11. Es soll die Genauigkeit der Gleichung 

'■^(i)'-+(^)*-+c^:)"-+-- 






untersucht werden, wobei x einen positiven echten Bruch bedeutet. 
Für die Differenz zwischen der linken und rechnen Seite findet man 
1.3.6/, . , 1.3.5\ , 1.3.5.7/, , , 1.3.5.7\ , 

Ferner 



1.3.6 



-^< 2T4-^^CA+Ä^'+Ä^'+--) 



d.i. 



-/^<ÄV.,-^<iV. 



wonach gesetzt werden darf 

Beispiel 12. Es soll die Genauigkeit der Gleichung 

flY— (lilX— /^iili_^Y — 
■"V2/ l""\2.4/ 3"~\2.4.6/ 5 

=i(i+/r^)+i/ni'^ 

untersucht werden, wobei x einen positiven echten Bruch bedeutet. 
Man findet für die Differenz beider Seiten 
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so dass gesetzt werden darf 

«=& o<,<,v. 

In der Lehre von der Rectification der Curven wird sich zeigen, dass 
die obige Näherungsformel zur approximativen Rectification der Ellipse 
benutzt werden kann, 

§.42. 
Die Auflösung transcendenter Gleichungen. 

Die Beispiele des vorigen Paragraphen haben das Gemeinsame, 
dass eine transcendente Function näherungsweis durch eine algebraische 
Function ausgedrückt ist ; hiervon lässt sich auf folgende Art Gebrauch 
machen zur Auflösung transcendenter Gleichungen. 

Es bedeute ^(pc) eine aus algebraischen und transcendenten Be- 

standtheilen zusammengesetzte Function (z. B. x — cosx^ • und 

yx 
dergl.) und es sei die Gleichung 

aufzulösen ; ersetzt man hier die transcendenten Bestandtheile durch 
die ihnen nach §. 41 nahezu gleichgeltenden algebraischen Ausdrücke, 
so verwandelt sich die gegebene transcendente Gleichung in eine alge- 
braische Gleichung, welche nach den gewöhnlichen Methoden aufgelöst 
werden kann. Der so erhaltene Werth von a:, welcher | heissen möge, 
ist selbstverständlich nur ein Näher ungs werth und bedarf in der Regel 
noch einer kleinen Correction. Um diese zu finden, berechne man 
zuerst i^(^^), welches nicht genau =0, aber auch nicht viel davon ver- 
schieden sein wird ; der erhaltene Werth sei s , also 

Man setze feriier a:=g+5, wo 8 die Correction bedeutet, und be- 
achte, dass bei kleinen ö nahezu F Q-\'d)= F (^^')+äF' (^) ist; man 
hat dann 

mithin wegen der vorhergehenden Gleichung 

5=- 



Der hieraus folgende Werth von 8 ist nicht absolut genau, mithin 
|-f Ä nur ein zweiter Näherungswerth von aj man kann aber diese 
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Verbesserungsmethode beliebig oft anwenden und dadurch dem wah- 
ren Werthe des x so nahe kommen, als es der Zweck der Rechnung 
erheischt. 

B e i s p i e 1 1 . Es sojl die Gleichung 

aufgelöst werden. 

Abgesehen von der Wurzel a:=0 giebt es noch eine zweite Wur- 
zel zwischen ^ und 1, wie aus dem Gange der Function /(l+^O — ^x 
leicht zu ersehen ist. Wegen des echt gebrochenen x kann man die 
vorliegende Gleichung durch die folgende ersetzen : 

welc.he giebt 

a:=/¥ — 1 = 0,73201. 

Wird dieser Werth mit J bezeichnet , so ist 

f = / (/'s )__! (/ 3"— l)=0,549306 — 0,549038=0,000268 

und hieraus folgt als zweiter Näherungswerth 

a:=0,73360, 

welcher auf fünf Decimalstellen richtig ist. 

Beispiel 2. Man verlangt die Wurzel der Gleichung 
^e*_2=0. 
Aus dem Gange der Function xe^^2 erkennt man, dass die gesuchte 
Wurzel zwischen und 1 liegt; mittelst der im vorigen Paragraphen ent- 
wickelten Näherungsformel für e" findet man als ersten Näherungs- 
werth x= 5 und als zweiten 

a; =0,8526. 

Beispiels. Es soll die Gleichung • 

x—cosx^=0 
aufgelöst werden. 

Da der gesuchte Werth zwischen und ^n liegen muss, so lässt 
sich die im vorigen Paragraphen für cosx entwickelte Näherungsformel 
anwenden. Man erhält zunächst die cubische Gleichung 

ar»+5a:2+12a:~12=0, 
hieraus als ersten Näherungswerth a;=5 0,739=arc42^2l' und nachher 
durch Verbesserung 

a:=arc 42^ 20' 47" 3. 
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Beispiel 4. Für die Wurzel der transcendenten Gleichung 
\—(l + x^)cosx=0 
findet man als ersten Näherungswerth 

und durch Verbesserung 

X = 1,102506= arc 63® 10' 8" 2. 

Es ist dieser Werth nicht der einzige , welcher die gegebene Glei- 
chung befriedigt. Die Wurzeln derselben lassen sich nämlich als die 
Abscissen der Punkte betrachten, in denen sich die beiden Curven 

y=co5a;undy=— — j 

schneiden, und hieraus folgt durch blosse Anschauung, der Curven, dass 
unendlich viele positive und negative Wurzeln vorhanden sind. Die 
positiven Wurzeln x^y a;^, x^ etc. liegen folgendermaassen 

|7r<a;2<27r, 27c< .t?3<47r, 
\n<x^<C^n^ 47i;<a;5< Itt, 



Die negativen Wurzeln haben dieselben Werthe aber das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen. Ferner übersieht man leicht, dass die Differenzen 

welche altemirende Vorzeichen besitzen , rasch abnehmen , dass folg- 
lich XnJ^\—Xn gegen die Grenze it convergirt. 

Um x^ zu finden, setze man ip2=|7r-f-|, wodurch 

wird ; man hat dann wegen der Kleinheit von | näherungsweise 

und durch weitere Correction 

a?jj=:4,754761 = arc 272® 25' 39" 8. 

Auf gleiche Weise findet sich 

0:3= 7,837 964 =arc 449® 4'56"l, 
a;4=ll,003766=arc630®28' 9"6, 
0:5=14,132 185=:arc809® 42' 52"4, 
a:e=17,282097=arc990®ll'28"3, 
u. S. w. 
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Beispiel 5, Um die kleinste positive" Wurzel der Gleichung 

u — cotu=0 

zu finden, benutze man für m die im 10. Beispiel des vorigen Para- 
graphen entwickelte Formel; als ersten Näherungswerth erhält man 

cosu=L}^IzL oder M=arc49^22' 
4 

und durch Verbesserung 

w = rtrc49<^17'36"5. 

Die obige transcendente Gleichung besitzt übrigens noch unendlich 
viele andere Wurzeln. 
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Fanctionen und Beiheu mit complexen Yariabelen. 

§.43. 
Die einfachen Functionen complexer Yariabelen. 

1. Bezeichnet i die imaginäre Einheit jZ—l^ so ist x+iy die 
allgemeine Form einer complexen Yariabelen; a:*+y* heisst die Norm 
dieser Yariabelen, ^a:*+?/* ihr Modul us, wobei die Wurzel jederzeit 
im absoluten Sinne genommen wird. 

Setzt man ferner 

tanB= — oder d=arctan'=— + kn, 

X X 

wo k irgend eine ganze Zahl bedeutet , so lässt sich die complexe Va- 
riabele immer auf die Form 

a: + 1 y = r (co5 9 + isin 9) 
bringen; 9 heisst dann die Amplitude der Yariabelen. 

2. Addition , Subtraction , Multiplication und Division complexer 
Yariabelen werden ebenso ausgeführt, wie bei reellen Yariabelen , nur 
hat man dabei auf die Gleichungen «*=— 1, f'=— i, t*=+l , t^= + t 
u. s. w. Rücksicht zu nehmen. Falls die complexen Yariabelen durch 
Modulus und Amplitude ausgedrückt sind, können Multiplicationen 
und Divisionen mittelst der Formeln 

r, {cos 9i + i sin di) .r^ (cos 9^ + 1 sin 9,) 
= n ^2 [<^os (ßt + 9,) +isin (9, + 9,)] 
r , (cos dl + i sin 9, ) r^ 



r, 



Ss9S3r^i'"f'-«''+"*'f'-*'^i 



ausgeführt werden, 
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3. Um eine complexe Zahl auf einen reellen ganzen positiven Ex- 
ponenten zu erheben, drückt man die Basis durch Modulus und Am- 
plitude aus und hat 

(oc + 1 y)"» = [r (cos 9 -f- isin 0)]"» =: r*" (cos m + isin m 9). 
Ist der Exponent ein positiver, auf seine kürzeste Benennung gebrach- 
ter Bruch — , so hat die Potenz n verschiedene Werthe , welche aus 

71 

der Gleichung • 

T ^ a i ' ' ßM^ ^i mB+2k7c . . . md+2kn\ 
[r(cosö+tstnu)]^=r^ Icos |-jäi« ■ > 

m 

für Ä:=0, 1,2,3,... (m — 1) hervorgehen. Dabei ist r" im absoluten 
Sinne zu nehmen. 

Potenzen mit negativen Exponenten werden mittelst der Definition 

auf Potenzen mit positiven Exponenten zurückgeführt. 

Nach dem Vorhergehenden sind die n Wurzeln der Gleichung 

bei geraden n folgende: 

+ i, -1, 

2it , , . 27C 2n . . 275 

cos \'istn — , cos — — 15m — , 

n n n n 

An , . . 4tc 47C . . 47C 

cos V-istn — , cos tstn — , 

n n n n 

6w , . . Qn ÖTC . . 6w 

cos i-ism — , cos tstn — , 

n n n n 



(n — 2^7i . . . («— 2)71; (» — 2)71; . . (« — 2)71; 

cos — [-istn- ^^— , cos- rf——tstn ^— ; 

bei ungeraden n sind sie: 

+ 1, 

2ji; . . . 2?r 2n . . 27c 

cos htsin — , cos — —tsin — , 

n n n n 

431 .. . 47C 471; . . 471: 

cos V-tstn — , cos — —15m — , 

n n n n 

Ojc , . Ott Ott . . ött 

cos histn — , cos — — tstn — 

n n n n 
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(n—i)7t\ . . (n^X)7C (w— Ott . . («— Hn; 

cos- — l-tsin- =^— , cos- ^^—^istn- ^—. 

n n n n 

Femer hat die Gleichung 



beigeradenn folgende Wurzeln 

7t , . , 7t TT . . 7C 

COS htstn — , COS — _i5m — , 

n n n n 

Sjt , Sjt 07t . . %7t 

cos V-istn — , cos — — lÄm — , 

n n n n 

OTT . . . öjr h7t . , bTt 

cos \-tstn — , cos — — tstn — , 

n n n n 



(» — ])7r . . . («--l)7r (w — l)7c . . {n — V)7t 

cos- — \'tsin- — • cos- <—~-.ts%n- —i 

n n n n 



dagegen bei ungeraden n: 



-l, 



TT ... TT 7t . . 7t 

COS {-tstn — , COS — —ism — , 

n n n n 

"^ , . . StT o7t . . OTT 

COS \-tsm — , cos — —151« — , 

n n n n 

5w . . . öjp 5« . . 5n; 

cos \-istn — , cos — — 151« — , 

n n n n 



(« — 2)7r . . . (n—2)7t (n — 2)7t . . (n — 2)7t 

cos \- 1 stn ^— , cos ^— -— t sin ^—. 

n n n n 

Bei complexen z, und z^ gilt der Satz 

ohne Einschränkung , wenn fi eine positive oder negative ganze Zahl 
ist ; bei gebrochenen jit bleibt er insofern richtig , als jeder Werth von 
Zif^ , multiplicirt mit irgend einem Werthe von Zj^ wieder einen der 
Werthe von (r, z^)^ giebt, 

4. Die Exponentialgrösse e^-^^v wird durch die Gleichung 



■— K'+'^Ol 



definirt, worin m eine unendlich wachsende ganze positive Zahl bedeu- 
tet; die Ausführung des angedeuteten Grenzenüberganges liefert 

e'''^'y = e^{cosy-{'isint/). 
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Hieran knüpfen sich die speciellen Gleichungen 

e' y = cos y-^i sin y^ e~*y= cos y — i sin y , 

ety+e-*y e*y-^e-*y 

=cosy, — ==siny. 

Allgemeiner ist bei reellen positiven a 

a'^+iy=a'^\cos(yla) + isin(yla)\. 
Die Gleichung 

gilt für alle complexen z^ und Zj. 

5. Bezeichnet L f den allgemeinen Logarithmus von f, d. h. irgend 
eine reelle oder complexe Zahl z, welcher die Eigenschaft <?* = ? zu- 
kommt, so ist bei positiven ^ 

La+iv)== i/ (l' + tf ) + » [arcian | ±2k7t\ , 
worin k irgend eine ganze Zahl bedeutet ; bei negativen ^ ist 

Specielle Fälle hiervon sind 

(L+i) = + 2kni, L(-l)= + (2k+l)7tu 
Die Gleichung 

gilt allgemein , wenn die Vieldeutigkeit von L f beachtet wird (ähnlich 
wie am Ende von No. 3). 

Eine häufig angewendete Formel ist noch 

— L(^P^]=arcian— + 2hn, 

2t \^-^tnJ § — 

wo h eine beliebige ganze Z^dil bedeutet. 

6. Die in No. 4) für cosy und siny angegebenen Formeln dienen 

als Definitionen des Cosinus und Sinus einer beliebigen complexen Va- 

riabelen ; sie geben 

, . . -v ey+e-y .e!^_e-!/ . 
co5(a:+2i/)= cosx — t stnx^ 



Äm(ic + ?y) = stn x+t cosx^ 



und specieller 



cos(ty)=: , stn{ty)=^t — . 
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Für die übrigen goniometrisclien Functionen benutzt man die gewöhn- 
lichen Definitionen 



1 sm z 

secz= , tanz= u. s. w. 

cos z cos z 



und erhält 



^ . . A (ey + e^y)cosx + i(ey—e-y)sinx 
sec (.. + .,) = 2 ^ e^i+e-^+,cos2. ' 

.... 2sin2x + i(e^y^e-'^y) 
^ -r ifj e^y+e-^y+2cos2x ' 

^ . . X (ey + e^y)sinx — i(ey--e^y)cosx 

csc(x + ty)=2 ^ ■ /. jr — ^^ , 

^ ^ ^^ e^y+e-^y—2cos2x ' 

, , . ^ 2stn2x—i(e^y-~e'-^y) 

cot (x + iy) = — ^— j,-^ \ 

y ^ ifj e^y+e-'^y—2cos2x 

Die goniometrischen Formeln für sm(2, -frj), ^0^(2^ + 23) u. s. w. 
gelten ebenso bei complexen wie bei reellen r, und z^. 

7. Unter Arcsin^ versteht man jede reelle oder complexe Zahl 2, 
welche der Gleichung sm2 = f genügt; wird zur Abkürzung gesetzt 



wobei die Wurzeln im absoluten Sinne zu nehmen sind, und bezeichnet 
m irgend eine positive oder negative ganze Zahl , so gilt die allgemeine 
Formel 

Arcsin{i+i7i)^mn+{---\Yarcsin\ + il(^X+T). 
Im speciellen Falle i^=0, ^^>1 wird 

Ärcsin |= m ;e + (— 1 )»» aresin -y= +il {j/f + /^«— l) , 

r S 

wobei die Wurzeln im absoluten Sinne zu nehmen sind. Für |=0 
hat man 

Aresin (irj) z:=m7i+_il {j/if + j/rji^ + l) 

und dabei j/rf im absoluten Sinne zu nehmen. 

Setzt man zur Abkürzung 



z=ii;/(r+^'-i)'+4r-(?+^'-i)}, 

so ist 



ArctanQ + iri^^^mn+arctan —+ "^^(^^JX^)' 
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256 Functionen und Reihen mit complexen Variabelen. 

dabei sind die Wurzeln im absoluten Sinne zu nehmen; m bedeutet 
irgend eine ganze Zahl. 

Als specielle Formel sei erwähnt 

Arcian(t7j^^mn+ilj/C^^y, 

worin die Wurzel im absoluten Sinne zu nehmen ist. Die Formeln für 
die cyclometrischen Functionen , wie z. B. 

Aresin J;= m tt + (— 1)"* aresin f , 

Areian f = m jr + arelan f , 
gelten auch bei complexen f, wenn man vorkommenden Falles die 
Mehrdeutigkeit von Aresin l^ Aretan^ etc. berücksichtigt. 



§.44. 
ReiheiL mit oomplexen Variabelen. 

Eine unendliche Reihe, deren Terme complexe Zahlen sind, heisst 
convergent, wenn sowohl die reellen als die imaginären Bestandtheile 
aller Terme, für sich genommen, convergirende Reihen geben: in je- 
dem anderen Falle heisst die Reihe divergent. Zur Convergenz der 
Reihe 

gehören also die beiden Bedingungen , dass die zwei Reihen 
Wo + «i+"2+"3H y 

gleichzeitig Convergiren. Sind Z/und F die Summen der letzteren 
Reihen, so nennt man ü-{-i V die Summe der obigen complexen Reihe. 

Beispiel 1. Es soll die Reihe 

flir den Fall eines complexen z , nämlich 

2 = r (cos 9 + « sin ö) 
summirt werden. 

Die beiden einzelnen Reihen sind hier 

|^rco59 + ^r*co520+.^r'cos39-|-** •• » 
\rsinQ'\'\ r'5iw 29 + ^ r'^m 3 9 +• • • • ; 

dieselben convergiren unbedingt, wenn schon die Reihe 
\r + \r'+^r' + ^r'+.... 

convergirt, d. h. wenn r*< 1 ist; auch sind dann ihre Summen stetige 

Functionen von r. Nennen wir sie ü und F, so erhalten wir durch 

Differentiation 
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J FT 

dr 
d. i. nach den Formeln in §. 35, No. 10) 
dU cosd^r 



e/r ""l— 2rcos0 + r*' 
wofür geschrieben werden kann 

d U _ d[-^lO ^2rcosd+r^) ] 
dr"" dr 

Zufolge des in §. 37 unter d) erwähnten Satzes folgt nun 

ü= — ^l(l—2rcos6 + r'^) + Const., 
und wenn man beachtet , dass die mit ü bezeichnete Reihe ftir r=0 
verschwindet, so erhält man Cows/.=0, mithin 

— ^l(l^2rcosd + r'^) = {rcosd+^r^cos2B+lr^cosZd'\ 

r*< 1. 
Mittelst desselben Verfahrens'findet sich 

arclan w = lr sin + i r* Äin 2 + A r^ sin 3 + • • • • 

i — rcosü * * ' 

r'< 1. 

Setzt man wieder r(^cosd+isind)=z und beachtet die Relation 

— 1/ (\^2rcosd+r^) + iarctan ^^- 

1 — rcoÄÖ 

=— /[l_tr(co50+i5m0)] = //'-i-y 

so gelangt man mittelst der obigen Gleichungen zu dem Resultate, 
dass die Reihenentwickelung 

auch für solche complexe z gilt, deren Modulus weniger als die Ein- 
heit beträgt. 

Beispiel 2. Es soll die Reihe 



z 



T^ 



L + -T- + 



1 ' 1.2 • 1.2.3 ' 
fftr den Fall z = r(cosd + isind} summirt werden. 

Die obige Reihe convergirt für jedes r und und zerfällt in 
rcosd r^cos2d r'cos30 

rsind r*5i>j2 r^sinZd 

y=, -1 -4- -1-..., 

1 ^ 1.2 ^ 1.2.3 

SchJöniilch, üebung-sbuch, ^'J 
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Man bemerke nun , dass folgende Gleichungen gelten 

—-==Ucosd~VsinQ, -—=iÜsind+Vcosd. 
dr ' dr ^ 

aus welchen sich die Relationen ergeben 

dr dr ^ "^ 

dr dr ^ ^ 

Diese können einfacher dargesiellt werden, wenn man setzt 

ü+ i F= P(cos Sl + 1 sin Sl) , 
mithin 

W+V'=P^, arctan^+k7t = Sl; 
es ist dann 

dr dr dr ' 

dr dr ^ ^ ^ dr' 

und in Folge dieser Beziehungen gestalten sich die vorhergehenden 
Gleichungen wie folgt 

~=Pcosu oder — 



dr dr dr ' 

dSl . r. dSl dfrsinO) 

— - =Äm ö „ -r- = -. 

dr dr dr 

Hieraus ergeben sich die Werthe 

p^greos9-^a^ Slz=r sind + b , 

wo a und b Constanten bedeuten. Diese bestimmen sich durch die 
Specialisirung r=0 und das Endresultat besteht aus folgenden zwei 
Gleichungen 

er cos 9 cos ( r sin 6) =^1-] h----. 

^ ^ ^ 1 ^ 1.2 ^ 1.2.3 ^ * 

,..,fl . r . flx rsind . r^sin'zd . r^sin^d , 

er^os^sin(rsinü)=^ 

^ ^ 1 ^ 1.2 ^ 1.2.3 ^ 

Multiplicirt man die zweite Gleichung mit i und addirt sie zur ersten, 
so findet man, dass die Gleichung 

^*=i + -r + r^. + , 



1 ' 1.2 ' 1.2.3 

für jedes complexe z gültig ist. 
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Beispiel 3. Es soll die Reihe 

^ 1 ^ 1.2 ^ 1.2.3 ^ 

für z=r (cos -j- isin 6) summirt werden. 

Bezeichnet man die Binomialcoefficienten auf die gewöhnliche 
kurze Weise , so handelt es sich um die Summirung der beiden Reihen 

^+((i)ircosd + (ii)ir*cos2d + (ii)ir^cosSQ'\ , , 

(|Lt), r^m d+(fi)tr^^ sin2d +(fi)ir^ sin ^d -{-• " ' , 
welche bei ganzen positiven fi ftlr jedes r , ausserdem aber nur für 
r* < 1 convergiren und deren Summen in jedem Falle U und T heissen 
mögen. Man bemerke nun, dass folgende Gleichungen stattfinden 

—-([A-rcosd) — r sind =^a(l] cos d— Vsind). 

dr ^ dr ^ 

^(l + rcosd)+^rsind=^t^(Vcosd+üsind)', 

eliminirt man hieraus das eine Mal -— , das andere Mal --—, so gelangt 

dr' dr 

man zu den weiteren Relationen 

(l + 2rcosd + r^) —=fi\ ü(r'i-cosd)'- Vsind\j 
ii + 2rcosd + r')^^(i\üsind+V(r + cosd)\, 

^ dr^^ dr '^\+2rcosB+r^^^ ^^^' 

dV du jisind 

^ dr ^ dr l + 2rcose + r* l^ H" ^ ;• 

Diese vereinfachen sich für 

U+iF=P{cosSl+isinSi) 
und gehen über in 

dP fi(r-{'CosO)P dSl fisind 

"rfr ^l + 2rco5 0+7»' l/7^1 + 2rco5 + r*' 

wofür geschrieben werden kann 



dlP _d[l(il(l+2rcosd+r^)] dSl 



r / rsmü M 

i I a arclan { —- >. ) 1 

L \i+rrosdJj 



dr dr dr dr 

Hieraus findet man Pund Sl^ wobei die auftretenden Constanten mit- 
telst der Speeialisirung r=0 zu bestimmen sind 5 die Resultate gestal- 
ten sich dann wie folgt 
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r . n . «N«^ / rshS \ 

( 1 + 2 r C05 ö + r' ) coä I u arclan — . — - — ^ I 
"^ "^ \ i + rcosü/ 

= l + (fi)irco56+(|Lt),r'co52Ö+(|it)jr'co*39+...*, 

^ . n . oNi/* . / r«>i0 \ 

[l+2rcosu+ r' J stn ( |w, arc/<i« — - — -— g j 

= (f4)ir«n6+(ffc),r*m20 + (fi)5r^5i«30 +••••, 
wobei r*<;i sein mus8, falls |ia keine ganze positive Zahl ist. 

Multiplicirt man die zweite Gleichung mit i und addirt sie zur 
ersten ; so findet man^ dass der allgemeine binomische Satz auch für 
solche complexe z gilt , deren Modulus unter der Einheit liegt. 

§.45. 
Reihen mit überspnmgenen Termen. 

Aus der bekannten Summenformel 

i+cosß+cos2ß+cosZß+''»'+cos(ni — i)ß 
. . . sin(tn — Viß . , « , sintnß , ^ 

erhält man für /3= , wo k eine ganze positive Zahl bedeuten möge 

m 

2kn , Akn , Qkn , . (2m— 2) /ru 

l+COS -|-C05 + COS [-• .••+C05^^ 

' m tn m M 

- sin2k 7t kn • 

= 4. -.- cos —. 

^ , kn m 

stn — 
tn 

k 
Wenn — keine ganze Zahl ist, so verschwindet der Ausdruck 
m 

k 
rechter Hand, wenn dagegen m in X: aufgeht, mithin — einer ganzen 

m 

Zahl q gleich ist, so wird 

sin2k7t sin2mqn 



. kn stnqn 

stn — 
m 

und durch Untersuchung des Bruches 

sin2m(o . 

— : nlr G)=:qn 

stn (0 

findet man als wahren Werth des fraglichen Quotienten 

2mcos2mqn 2m 

cosqn kn 

cos — 

m 
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2 31 

Nach Substitution dieses Werthes und wenn zur Abkürzung — = 

m 

gesetzt wird, ergiebt sich folgender Satz : je nachdem k ein Vielfaches 

von m ausmacht oder nicht, ist 

\+cosk{^+cos2k9+cos^k&'\ h<^ös(m — l)A:^=m oder =0, 

Von der Summenformel 

=4 {\ — cosm ß) cot ^ß^sinmß 
ausgehend, findet man leicht für alle ganzen k und m 

sink&+sin2k& + sin^k&'^ \-$in(m—i)kd==0. 

Setzt man zur Abkürzung 

27C 2n ♦ 

cos — + 1 sin — = cos ^ + f sin ^ = £ , 
m m 

so erhält man mittelst des Vorigen den Satz : je nachdem k ein Viel- 
faches von m ausmacht oder nicht , ist 

l-(.jfc + £2fc^...._|.j(m-i)lr^^ oder=;0. 

Von diesem Satze lässt sich folgende Anwendung machen. 
Wenn eine Gleichung von der Form 

auch für complexe z gilt, so setze man darin nach einander 

Z=zX^ €05, S^Xy £^X,..,b"^-'^X 

und addire alle entstehenden Gleichungen; dies giebt 

f(x)+fiBx)+f(B'x)+....+nB-^-'x) 

=mCoH [-CkQi + s^ + e^^^ ^«^'""^^^J^^H > 

wo k alle die Werthe 1,2^ 3... erhält. Hier verschwinden nun alle 
Terme; in denen k kein Vielfaches von m ist, und daher bleibt nur 

Für die linke Seite bemerke man, dass a, «*,«',... t*"""^ und €*"=! die 
m Wurzelnder Gleichung 12"*= 1 sind; bezeichnet man sie mit 6,,«,, . ..f« 
und schreibt nachträglich z statt a?, so hat man die Gleichung 

^\fOiZ')+ne^z)+....+f(B„.z)\ 

wobei die rechte Seite durch Auslassung von je m — \ Tennen der 
ursprünglichen Eeihe gebildet ist. 
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Beispiel diene die Gleichung 



1. Als erstes Beispiel diene die Gleichung 



worin C„= — ,— ist. Für »8=3 wird 
n + 1 

, ( /(!-,,,) /(1-t.z) Kl-B,2y( 
und nach völliger Ausrechnung erglebt sich die Formel 

welche man durch Differentiation leicht verificiren kann. 

2. Nimmt man wieder m = 3 und als Ausgangspunkt die Reihe 

^ 1 ^1.2^1.2.3^ ' 

SO erhält man 

\\e^ +2e-i^cos (l!^ z)l ==^'\ ^H 1 H 

^) \2 /) 1.2.3^1.2...6^ 1.2...9 ^ 

Die Gleichung 

e* — 1 1.2. 2* 



z 1 ' 1.2 ' 1.2.3 

führt nach derselben Methode zu dem Resultate 

ie-^^e-i- [cosy^z) - /F. sin (^ z)\ 

Z 2* 2'' 2^^ 

1 1.2... 4 1.2... 7^ 12... 10^ ' 

endlich erhält man aus 



die Formel 



2* "" 1T2 1.2.3 1727374'' 

^2 5.5 -»8 5,11 

^±- + -± — + — ^ — +_i +.... 

1.2^1.2...5^1.2...8^1.2...11^ 
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Die Eeihensummen , welche soeben gefiinden wurden, besitzen 
übrigens ähnliche Eigenschaften wie cos z und sin z ; werden nämlich 
jene Summen kurz mit q>\{z\ 9?« (2), «PsC^) bezeichnet, so gelten fol- 
gende Relationen: 

dz " dz^ 



^2{Z)=- ^. - ^^t 



<Pi 1 aj + y) = gp, (a?) <)p, (y) + (;P2 (a;) 93 (y) + <P3 (^) g>2 (y) V 
9?2 (a? +y) = q>t (^) qpa iy) + (Ps (^) <Pi (y) + 9>j (^) <P3 (y) , 

aus denen sich leicht zahlreiche weitere Formeln ableiten lassen. 

3. Geht man fftr w = 3 von den folgenden drei Gleichungen aus : 



z 



=W.+(f»).^+W.^'+W4*'+- 



welche bei ganzen positiven f* ohne Einschränkung und bei anderen ft 
unter der gemeinschaftlichen Bedingung modz<^V gelten, und setzt 
man ferner zur Abkürzung 



yj. 



z 



1/1 — 2 + 2*=:iR, arcian^- — ^ = 0. 
so gelangt man zu den folgenden drei Formeln : 

|j(l 4. j)w— fi/i(coj?^ 0— / 3". ÄWfi@) j 

in denen für ft und z dieselben Bedingungen gelten, an welche der 
allgemeine binomische Satz geknüpft ist. 

Bezeichnet man die gefundenen drei Reihensummen kurz mit 

t/^iC^^f*), '^ti^.i»), '»/'gf^tf*), 
so gelten folgende Relationen: 



Digitized by VjOOQIC 



264 Functionen und Reihen mit complexen Variabelen. 

"■ " (•+> ■ dz 

z 
Lässt man — an die Stelle von z treten und geht zur Grenze fiir 

unendlich wachsende fi über , so kommt man auf die im zweiten Ab- 
schnitt entwickelten Formeln zurück. 



Druckfehler. 



Seite 12, Formel 33), statt YaTöx lies ya^bx. 

„ 87 , Zeile 10 v. o. statt » = l — — lies e — 1 ~ -r. 

4 4 
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